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Аннотация. В работе получены дифференциальное урав-

нение провисания гибкой весомой нити, натянутой под про-

извольным углом к горизонту, и его решения в случае малых 
прогибов нити. Показано, что максимальное значение про-

гиба нити всегда достигается посередине ее проекции, а его 

величина не зависит от положения опор нити. Впервые в 

постановке задачи предполагалось, что нить растягивается 
под действием двух независимых факторов: деформации 

предварительного натяжения и деформации, обусловленной 

силой тяжести, каждая из которых может отсутствовать по 
соображениям относительной малости. Вследствие этого 

предлагаемое решение задачи верно даже в случае равенства 

исходной длины нити расстоянию между точками до ее за-

крепления, что гарантирует отсутствие предварительного 
натяжение нити. Рассмотрен случай деформации нити в од-

нородном температурном поле, при этом показано, что тер-

мическое удлинение нити может быть сведено к предвари-

тельному натяжению. Установлено, что если предваритель-
ное натяжение нити меньше максимально возможного тем-

пературного сжатия нити, представленная модель становит-

ся неверна. В случае отсутствия предварительного натяже-
ния (или в случае, когда предварительное натяжение совпа-

дает с максимальным температурным удлинением) рассмот-

рены варианты решений задачи об определении прогибов не 

только для линейно упругого поведения материала, но и для 
реологически активного материала нити. Отмечены методи-

ческие особенности решения задачи об определении уравне-

ния провисания для разных стадий ползучести материала на 

примере применения уравнения Кельвина-Фойгта для моде-
лирования обоих случаев процесса. Приводятся решения для 

комбинированного использования модели Кельвина-Фойгта 

и линейной наследственной вязкоупругости для первичной и 
вторичной стадий ползучести материала нити, соответ-

ственно. Рассмотрены также вопросы моделирования с по-

мощью модифицированных реологических моделей высы-

хания и сокращения нити из биологической ткани.  

Ключевые слова: предварительно натянутая нить, проги-

бы весомой нити, ползучесть, реология, такелаж. 

ВВЕДЕНИЕ 
Гибкая нить является расчетной схемой несущих эле-

ментов самых разнообразных конструкций: висячих мо-
стов и вантово-балочных систем, различных типов вися-
чих покрытий промышленных и гражданских зданий, ка-
натных дорог, линий электропередачи, контактных желез-
ных дорог, воздушно-трелевочных установок [1]. Дефор-
мирование указанных конструкций происходит за счет 
действия силы тяжести, что обуславливает практический 
интерес исследования прогиба весомой нити. 

Результат известного решения по гибким нитям [2] не 
может быть распространен на случай предварительного 

натяжения весомой нити ввиду предположения о значи-
тельном превышении длины нити расстояния между ее 
креплениями. Кроме того, выглядит несколько неожидан-
но, что в этом исследовании не фигурируют такие пара-
метры, как плотность материала нити и ускорение сво-
бодного падения. Также в упомянутом решении суще-
ствует ряд опечаток математического характера, а при 
вычислении осевой деформации нити опускаются преоб-
разования, и сообщается, что по «известной формуле» 
деформация определяется неверным асимптотическим 
уравнением [2-4], ошибка которого обусловлена неверным 
вычислением интегральной длины нити, что, в свою оче-
редь, приводит к неверным выражениям для осевых де-
формаций и напряжений. 

Отметим, что неправильное вычисление длины нити, 
поперечные перемещения которой определяются парабо-
лой [2-4], обусловлено тем, что в подынтегральном выра-
жении корень приближается известным отрезком ряда и 
затем вычисляется интеграл. В данной статье сначала вы-
числяется интеграл, а затем полученный результата при-
ближается степенным рядом. Вычисленная таким образом 
деформация нити более чем в 10 раз меньше общеизвестно-
го выражения [2-4], которое, очевидно, игнорирует некото-
рые слагаемые в ряду после его интегрирования. 

Ранее автором была рассмотрена задача о прогибах го-
ризонтально натянутой нити в терминах осевого напряже-
ния [5], однако в данной работе предполагалось, что 
напряжения от предварительного натяжения во много раз 
превосходят по величине возникающих от действия силы 
тяжести. Настоящая статья посвящена исследованию про-
гибов произвольно закрепленной нити от собственного веса 
с учетом предварительного натяжения, включающего тем-
пературное удлинение равномерно разогретой нити. При 
этом предлагаемое решение справедливо и при отсутствии 
предварительного натяжения, т.е. когда длина нити при ее 
линейном термическом удлинении совпадает с расстоянием 
между точками крепления. 

Кроме того, в статье впервые приведены решения ряда 
задач для различных моделей поведения материалов от 
высокопрочных сталей до реологически активных полиме-
ров и даже биоматериалов в случае равенства длины нити и 
расстояния между точками ее крепления, и, соответственно, 
ее провисания только под собственным весом. 

МАЛЫЕ ПРОГИБЫ ГИБКОЙ ВЕСОМОЙ НИТИ 
С целью получения уравнения провисания произвольно 

закрепленной гибкой весомой нити произведем обобщение 
вывода уравнения прогиба нити при ее горизонтальном 
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натяжении [5]. При этом в данном случае нить, вообще го-
воря, может и не иметь предварительного натяжения. 

Рассматривается закрепленная на концах гибкая весо-

мая нить длины  , перемещение  xu  точек которой под 

действием силы тяжести происходит в плоскости yx0  

параллельно оси y0 . Не нарушая общности, будем счи-

тать, что нить закреплена в точках  0,0a  и 

  sin,cos b  (Рис. 1). Отметим, что при решении зада-

чи перемещение точек вдоль нити при предварительном 
натяжении не учитывается, поскольку не представляет 
практического интереса. 

Рассмотрим малый участок нити длиной d , соответ-

ствующий интервалу  21, xx  на оси x0  (Рис. 1). По-

скольку уравнение кривой, определяющей положение 

провисающей весомой нити, имеет вид  xuxxU  tg)( , 

длина рассматриваемого участка нити равна: 

   dx
dx

du
dxxd
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x

x
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где  x  – угол между касательной к функции )(xU  и 

осью x0 . 

 

Рис. 1. Схема провиса-
ния участка весомой 

гибкой нити 
 

Из (1) следует, что только при малых прогибах нити 
длина рассматриваемого участка не изменяется и равна 

  cos12 xx  , т.е. при условии 1
dx

du
. В этом случае 
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x  cossinsin   и    coscos x . 

Пусть T  – сила натяжения нити, действующая на кон-
цах участка нити. Тогда, как и предполагалось, движение 

точек нити осуществляется только в направлении оси y0 , 

поскольку     0coscos 21  xx  . В свою очередь, верти-

кальная составляющая силы натяжения уравновешивается 

действующей на участок нити силы тяжести. Если   – 

плотность материала, а S  – площадь поперечного сечения 

нити, исходя из баланса действующих сил, получим: 
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Пусть STос   – среднее осевое напряжение натя-

жения. Тогда, используя теорему о среднем, с учетом про-

извольности выбора 1x  и 2x  соотношение (2) приводит к 

локальному уравнению провисания натянутой нити: 
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g
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 , 

решением которого с учетом краевых условий 

    0cos0  uu  является: 
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Из (4) следует, что максимальное провисание нити 

осgu  82
max   всегда достигается посередине про-

екции нити на ось x0 . 

Учитывая симметричность прогибов (4), можно пред-

полагать, что на каждую из опор действует вес, равный 

половине веса нити. Кроме того, на обе опоры действуют 

силы величиной TSос  , имеющие осевое направление, 

которое определяется углом  , в соответствие с гипоте-

зой о малости прогибов нити. Таким образом, значения 

вертикальных составляющих сил, действующих на опоры 

в точках a  и b , будут равны 2sin SgT    и 

 2sin SgT   , соответственно. Тогда опора в точке 

a  всегда будет разгружена при условии 

  TSg 2arcsin   . 

Пусть   – максимально допустимый относительный 

разброс нагрузок вдоль оси y0  при закреплении нити, 

тогда   TSgдоп 2arcsin    и максимально допусти-

мый абсолютный разброс высот при креплении нити 

 TSgдоп 22 . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОСЕВОЙ ДЕФОРМАЦИИ НИТИ 

Для определения величины провисания нити необхо-

димо установить с осевое напряжение ос , являющееся 

комбинацией двух независимых факторов: действия силы 

тяжести и предварительного натяжения, которое, вообще 

говоря, может отсутствовать. Далее будет показано, что 

допустимые длина нити   и величина предварительного 

натяжения  , а также физические параметры ее матери-

ала участвуют в вычислении величины ос . Таким обра-

зом, ограничения на   и   должны определяться исходя 

из неравенства   осk , где    – допускаемое напря-

жение для материала нити, k  – коэффициент запаса 

прочности. 

С целью определения осевой деформации нити ос  

произведем оценку длины деформированной нити посред-

ством разложения в ряд Маклорена относительно величи-

ны  осg  2 : 
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откуда получим: 

   24cos
2

осдефтяжос g   , 

где тяж  – деформация нити под действием силы тяжести, 

деф  – деформация предварительного натяжения. 
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Таким образом, деформация нити определяется по (5) 

из уравнения состояния материала нити  осос    в 

случае ее одноосного нагружения: 

       24cos
22   gтяжтяж  . 

Чтобы построенная модель (1)-(6) была верна и в слу-
чае однородного изменяющегося во времени температур-
ного поля, необходимо определить наибольший перепад 

температуры maxT  за заданный промежуток времени 

(например, год), на основе которого установить наиболь-

шую термическую деформацию maxTтемп   , где   – 

коэффициент линейного теплового расширения материа-
ла. Подставляя полученный результат в (6), получим: 


   

  .24cos
2

max
2

max
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TT тяжтяж




 

Здесь, очевидно, рассматривается только случай суже-
ния нити под действием температурного поля, ввиду того, 
что при термическом удлинении нити задача сводится к 
случаю предварительно натянутой нити. Из (7) можно 
сделать вывод, что для верности полученной модели 

необходимо, чтобы предварительное натяжение нити   

удовлетворяло неравенству: 

 maxT   . 

Когда выражение (8) становится равенством, уравне-
ние (7) приобретает наиболее простой вид в случае отсут-
ствия предварительного натяжения: 

     24cos
22  gтяжтяж  . 

Если материал нити линейно упругий, из (9) можно 
получить: 

  3 2
24cos gEос  , 

тогда на опоры нити, висящей без предварительного 
натяжения, действует горизонтальная сила величиной 

 3 52
24coscos  gEST  , а допустимый разброс вы-

сот при закреплении нити определяется уравнением: 

 3
2

4

cos

3






E

g
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К ВОПРОСУ О ПРИМЕНЕНИИ МОДЕЛЕЙ ЛИНЕЙНОЙ 

ПОЛЗУЧЕСТИ 
Во многих физических процессах различают две ста-

дии их протекания: неустановившийся и установившийся 
процессы. Поскольку в подавляющем большинстве техни-
ческих изделий вторичная стадия любого процесса несо-
поставимо больше первичной в смысле отношений длин 
временных интервалов, обычно предполагается, что пер-
вичная стадия вообще отсутствует и тело мгновенно при 

0t  приобретает окончательные для первичной стадии 

значения [7]. 
Этот естественный прием, используемый при решении 

задач ползучести сталей и других прочных материалов, 
является слишком грубым допущением для ряда полиме-
ров и биоматериалов. Участок неустановившейся ползу-
чести может оказывать существенное влияние на картину 
деформирования тел из данных материалов, поскольку по 
своей величине сопоставим с участком установившейся 
ползучести в силу специфики действия – хоть и квазиста-
тических – кратковременных нагрузок. 

Под неустановившейся ползучестью понимается ста-
дия, характеризующаяся постепенно уменьшающейся 
скоростью деформации. При достижении некоторого по-
стоянного значения скорости деформирования наступает 
стадия установившейся ползучести. При этом предполага-
ется, что ползучесть является процессом квазистатиче-
ским, т.е. скорость изменения деформаций в твердом теле 
существенно меньше скорости распространения механи-
ческой волны. Таким образом, несмотря на то, что в ре-
шениях всегда задействован параметр времени, инерци-
онными характеристиками материала пренебрегают, и они 
не участвуют в расчете. 

На основании этого можно сделать вывод, что при по-
стоянном осевом напряжении неустановившаяся ползу-
честь может быть описана моделью Кельвина-Фойгта, в то 
время как установившуюся проще и достовернее описать 
с помощью наследственной теории [7]. При этом в каче-
стве начального значения в наследственном законе при-
нимается мгновенная осевая деформация тела в соответ-
ствие с мгновенной диаграммой растяжения, которую, 
предполагается, тело приобрело за время неустановив-
шейся ползучести. 

Наследственный закон с достаточной точностью моде-
лируют постоянную скорость деформации лишь на неко-
тором удалении от начала процесса. Поэтому границу 
стадий ползучести будем устанавливать не по поведению 
скорости процесса, а по достижению при неустановив-
шейся ползучести распределения напряжений и деформа-
ций, соответствующих статическому расчету с использо-
ванием мгновенных уравнений состояния. В этом случае 
совершенно логичным будет переход к расчету поведения 
тела при установившейся ползучести с начальными зна-
чениями напряжений и деформаций, также полученными 
с помощью мгновенных уравнений состояния. 

ПРИМЕНЕНИЕ МОДЕЛИ КЕЛЬВИНА-ФОЙГТА ПРИ 

ИССЛЕДОВАНИИ НЕУСТАНОВИВШЕЙСЯ ПОЛЗУЧЕСТИ НИТИ 

ПОД ДЕЙСТВИЕМ ТОЛЬКО СИЛЫ ТЯЖЕСТИ. 
Не нарушая общности, будем предполагать, что осевое 

напряжение  tнос,  от действия силы тяжести до закреп-

ления нити отсутствует, т.е.   00, нос , а после закреп-

ления при неустановившейся ползучести (при нtt 0 , 

где нt  – момент окончания первичной стадии) определя-

ется по формуле (10). 

На интервале времени нtt 0  относительное осевое 

удлинение нити из-за реологии определяется функцией 

 tнос, , удовлетворяющей уравнению состояния Кельви-

на-Фойгта [8]:  

      ttEt носнносос ,,   , 

где  
 

t

t
t

нос
нос






,
,


  – скорость относительного удлине-

ния нити, н  – вязкость неустановившейся ползучести. 

Решением (11) является выражение: 

  н
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нос tt
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g
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. 

Будем предполагать, что перемещение точек нити при 
неустановившейся ползучести так же, как и упругом случае 

(4), описывается параболой       txcosxtu КФ
н

КФ
н   2 , 
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где  tКФ
н  – подлежащая определению функция. Тогда, 

используя (5) для вычисления длины растянутой из-за 
реологии нити, можно получить: 

     







 6cos1 42

ttL КФ
н

КФ
н  . 

С другой стороны,     ttL нос
КФ
н ,1   , и, следова-

тельно, перемещение точек нити под действием силы тя-

жести при неустановившейся ползучести по модели Кель-

вина-Фойгта можно описать уравнением: 
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Очевидно, при неустановившейся ползучести величина 

вязкости материала н  выбирается такой, чтобы при оце-

ночном времени неустановившегося процесса ctн 5  с 

достаточным приближением выполнялось равенство: 

   0exp  ннtE  . 

ПРИМЕНЕНИЕ МОДЕЛИ КЕЛЬВИНА-ФОЙГТА ПРИ 

ИССЛЕДОВАНИИ УСТАНОВИВШЕЙСЯ ПОЛЗУЧЕСТИ НИТИ ПОД 

ДЕЙСТВИЕМ ТОЛЬКО СИЛЫ ТЯЖЕСТИ 

Будем предполагать, что при установившейся ползуче-

сти (при нtt  ) осевое напряжение нити  tнос,  от силы 

тяжести так же определяется по формуле (10), а в момент 

времени нt  нить натянута как чисто упругая и ее прогиб в 

силу (15) достаточно точно совпадает с (4). 

Кроме того, будем полагать, что дополнительное отно-

сительное осевое удлинение нити из-за реологического 

поведения при установившейся ползучести определяется 

функцией  tуос,  (где   0, нуос t ), также удовлетворя-

ющей уравнению состояния Кельвина-Фойгта [8]: 

      ttEt уосyуосос ,

.

,   , 

где у  – вязкость материала при установившейся ползу-

чести. Решением (16) является выражение: 
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Будем предполагать, что дополнительные перемеще-

ния точек нити от удлинения при установившейся ползу-

чести также распределяются по параболе 

      txxtu КФ
у

КФ
у  cos2  . Тогда аналогично (13) 

получим: 
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Таким образом, суммарное перемещение точек нити 

под действием силы тяжести при ползучести материала 

нити по модели Кельвина-Фойгта на произвольном интер-

вале времени  ,t0  можно описать уравнением: 
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где  нtt   – функция Хевисайда. 

Из (18) следует, что при вязкоупругом поведении ма-
териала невозможно увеличение прогибов нити более чем 
в два раза по сравнению с упругим случаем. Кроме того, 
применение модели Кельвина Фойгта во второй стадии 
ползучести связано с тем, что при ее использовании ско-
рость деформации резко падает практически до нуля, и 
процесс установившейся ползучести фактически будет 
отсутствовать в широком диапазоне времени. 

Таким образом, использование модели Кельвина-
Фойгта для описания установившейся ползучести воз-
можно только при рассмотрении реологического поведе-
ния биологических и близких к ним по характеристикам 
полимерных материалов на относительно коротких про-
межутках времени. Этот недостаток данной модели при 
установившейся ползучести можно исправить использо-
ванием простейшего экспоненциального разностного ядра 
в наследственном уравнении ползучести. 

ПРИМЕНЕНИЕ НАСЛЕДСТВЕННОЙ ТЕОРИИ ПРИ 

ИССЛЕДОВАНИИ УСТАНОВИВШЕЙСЯ ПОЛЗУЧЕСТИ НИТИ ПОД 

ДЕЙСТВИЕМ ТОЛЬКО СИЛЫ ТЯЖЕСТИ 

На временном интервале нtt   рассмотрим закон 

установившейся ползучести в виде уравнения Вольтерра 

при постоянном осевом напряжении ос  (10) [8]. По-

скольку в интегральном представлении наследственной 
интерпретации первое слагаемое – это мгновенный ре-
зультат неустановившейся ползучести, а второе – это соб-
ственно наследственная ползучесть [9], учитывая условие 
(15), в данном случае представляет интерес только второе 
слагаемое:  
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E
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, , 

где   t  – разностное ядро ползучести. 

Будем предполагать, что дополнительные перемеще-

ния точек нити  tuВ
у  от ее удлинения при установившей-

ся ползучести также распределяются по параболе 

      txxtu В
у

В
у  cos2  . Тогда аналогично (14) и 

(18), суммарное перемещение точек нити под действием 
силы тяжести при неустановившейся ползучести по моде-
ли Кельвина-Фойгта и установившейся ползучести по 
наследственной теории на произвольном интервале вре-
мени можно описать уравнением: 
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С физико-математической точки зрения, уравнение 

(20) является предпочтительным, поскольку позволяет 

описывать ползучесть как процесс с постоянной скоро-

стью на больших временных интервалах, что необходимо 

для высокопрочных материалов. Однако оно требует за 

счет выбора параметров разностного ядра   t  прове-

сти гладкое сопряжение временных функций стадий пол-

зучести в точке нt , т.е. с учетом (15) должно выполняться: 

   0
0











t

t
dt

d
. 

Таким образом, при построении единой феноменоло-

гической модели ползучести нити, разностное ядро 

наследственной части должно удовлетворять условию 

(21), которое автоматически выполняется для ядер в виде 

убывающих экспонент или их суммы с различными сте-

пенями аргумента. 

К ВОПРОСУ О МОДЕЛИРОВАНИИ УМЕНЬШЕНИЯ ПРОВИСАНИЯ 

НИТЕПОДОБНОГО ФРАГМЕНТА БИОЛОГИЧЕСКОЙ ТКАНИ ПОД 

ДЕЙСТВИЕМ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ ПРИ ЕЕ ВЫСЫХАНИИ 

В связи с использованием в настоящее время не только 

полимерных, но и биологических структур в биомехани-

ческих изделиях представляется интересным построить 

механическую модель натяжения нити при ее высыхании. 

Данная задача имеет значение, например, для биомеди-

цинских тестов, т.к. скорость высыхания и, следовательно, 

сокращения нитеподобной биологической ткани в норме и 

при патологии будут различаться. 

При высыхании биологической ткани, кроме ее укоро-

чения, одним из определяющих факторов является изме-

нение ее плотности. Поэтому в поставленной задаче 

функция изменения плотности материала  t  предпола-

гается известной, а процесс высыхания рассматривается 

как квазистатический. 

Очевидно, если не принимать в рассмотрение сокра-

щение биологической ткани, провисание ее нитеподобно-

го фрагмента будет описываться уравнением, аналогич-

ным (4), с учетом переменной плотности  t . 

Для описания укорочения нитеподобного фрагмента 

будем предполагать, что для ткани известны модуль упру-

гости биоE  и вязкость био . Поскольку процесс сокраще-

ния ткани при высыхании в механическом смысле имеет 

обратную тенденцию по сравнению с ползучестью, для 

моделирования сокращения образца при высыхании мож-

но использовать закон, аналогичный Кельвина-Фойгта:  

      ttEt биоосбиобиоосбиобиоос ,,,   , 

где  tбиоос,  – дополнительное относительное осевое 

сокращение ткани. 

Отметим, что формально (22) отличается от (11) толь-

ко знаком, указывающим на обратный процесс. Не повто-

ряя дословно рассуждений предыдущих пунктов, запишем 

результат для (22) без исследования предварительных не-

установившихся процессов: 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Получены дифференциальное уравнение малых проги-

бов произвольно закрепленной гибкой весомой нити, и его 
решение, согласно которому максимальное провисание 
достигается посередине проекции нити. 

Впервые рассматривается случай деформирования ни-
ти под действием собственного веса и предварительного 
натяжения, причем, полагалось, что каждый из факторов 
деформирования может отсутствовать по соображениям 
относительной малости. Таким образом, полученное ре-
шение задачи верно даже в случае отсутствия предвари-
тельного натяжения нити. 

Рассмотрен случай деформирования нити в однород-
ном температурном поле, при этом показано, что терми-
ческое удлинение нити может быть сведено к предвари-
тельному натяжению. Показано, что представленная мо-
дель становится неверна, если максимально возможное 
температурное сжатие нити превышает величину предва-
рительного натяжения. 

Для случаев отсутствия предварительного натяжения и 
равенства температурной деформации предварительному 
натяжению представлены решения задачи об определении 
прогибов не только для линейно упругого поведения ма-
териала, но и для реологически активного материала нити. 
Отмечены методические особенности решения задачи об 
определении уравнения провисания для разных стадий 
ползучести материала на примере применения уравнения 
Кельвина-Фойгта для моделирования обоих случаев про-
цесса. Приводятся решения для комбинированного ис-
пользования модели Кельвина-Фойгта и линейной наслед-
ственной вязкоупругости для первичной и вторичной ста-
дий ползучести материала нити, соответственно. Рассмот-
рены также вопросы моделирования с помощью модифи-
цированных реологических моделей высыхания и сокра-
щения нити из биологической ткани. 
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Abstract. In this paper, it is obtained the differential equation 

of sagging of flexible heavy rope stretched at an arbitrary angle 

to the horizon and its solution in the case of small deflections. It is 

shown that the maximum deflection is always achieved in the 
middle of rope projection, and its magnitude does not depend on 

the position of supports. For the first time in the formulation of 

the problem, it is assumed that the rope is stretched under the 

influence of two independent factors: deformation of the pre-
stress and deformation due to gravity, and each of the factors 

may not be taken into account. It is considered the case of rope 

deformation in a homogeneous temperature field, and it is estab-
lished that the presented model becomes incorrect in the case of 

small pre-tension in comparison with thermal deformation. For 

cases of absence of pre-tension and the equality of temperature 

deformation and pre-tension, solutions to the problem are repre-
sented for the linearly elastic and rheologically active materials. 

It is noted methodical features of solving the problem for differ-

ent stages of creep using the Kelvin-Voigt equation. Solutions are 

given for the combined use of the Kelvin-Voigt model and linear 
hereditary viscoelasticity for the primary and secondary creep 

stages, respectively. The problems of modeling drying and reduc-

tion of biological filament are considered.    

Keywords: pre-tensioned rope, deflection of heavy rope, creep, 
rheology, rigging. 
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