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Аннотация. Реализация оптимальных энергосберегаю-

щих режимов нагрева заготовок в нагревательных печах 

широкополосных прокатных станов требует пересмотра не-

обходимого информационного обеспечения системы управ-

ления нагревом. Предложено, для каждой нагреваемой заго-

товки производить расчет оптимальной траектории нагрева 

по критерию минимизации расхода топлива на нагрев. Реа-

лизация оптимальной траектории нагрева производится с 

использованием нового управляемого параметра – темпера-

туры поверхности нагреваемых заготовок.  

В работе рассмотрены основные направления совершен-

ствования информационного обеспечения системы. Приведе-

ны результаты работы отдельных информационных подси-

стем: подсистемы прогнозирования времени нагрева каждой 

заготовки с учетом планируемых и аварийных простоев про-

катного стана и подсистемы контроля теплового состояния 

нагретой заготовки перед выдачей из нагревательной печи. 

Ключевые слова: нагрев заготовок перед прокаткой, 

нагревательные печи, прокатный стан, оптимальное 

управление, энергосберегающий режим 

ВВЕДЕНИЕ 

Экономические и качественные показатели нагрева 

слябовых заготовок при производстве широкополосного 

листового проката из труднодеформируемых судовых и 

трубных марок стали оказывают существенное влияние на 

эффективность производства. На сегодняшний день, 

удельные затраты энергии, затрачиваемой на нагрев заго-

товок перед прокаткой на отечественных широкополос-

ных станах горячей прокатки (ШСГП) на 20-30% больше, 

чем на аналогичных зарубежных станах [1, 2].  

Несмотря на наличие достаточно полного теоретиче-

ского обоснования энергосберегающих оптимальных ре-

жимов управления нагревом металла в методических пе-

чах, эффективное использование этих режимов на практи-

ке не находит широкого применения. [3-14]. Причина та-

кого положения заключается в следующем. 

Теоретически обоснованный оптимальный энергосбе-

регающий режим управления нагревом в печах проходно-

го типа с учетом всех технологических и конструктивных 

ограничений предусматривает интенсификацию нагрева 

на заключительном интервале общего времени нагрева 

[2], что делает необходимым иметь возможность в широ-

ких пределах изменять тепловую нагрузку.  

С другой стороны, в современных методических печах 

томильная зона (зоны выдержки – последняя по ходу 

движения металла зона) имеет ограниченную мощность, 

составляющую 12-15% от всей тепловой мощности печи. 

Поэтому при нестационарном режиме работы ШСГП, ко-

гда его производительность часто непредсказуемо изме-

няется от 200 до 1000 т/у [2, 6] и при одновременном 

нагреве массивных непрерывнолитых заготовок, различа-

ющихся по размерам и теплофизическим параметрам 

(маркам стали) и начальному тепловому состоянию (от 

100 до 800 °С) увеличивает вероятность выдачи на стан, 

недогретой заготовки и связанных с этим нежелательных 

последствий при энергосберегающем режиме нагрева. 

Многолетний практический опыт, имеющийся на ка-

федре Автоматизированных систем управления Магнито-

горского государственного технического университета, по 

успешной разработке и использованию энергосберегаю-

щих режимов управления нагревом металла в печах 

ШСГП свидетельствует, что для успешного решения по-

ставленной задачи необходимо осуществление следую-

щих основных положений: 

- существенное совершенствование информационного 

обеспечения энергосберегающего режима нагрева [3, 15]; 

- изменение существующей, ориентированной в основном 

на достижение максимальной производительности, кон-

цепции распределения тепловой нагрузки по зонам печи 

[16, 17]. 

НАПРАВЛЕНИЯ СОВЕРШЕНСТВОВАНИЯ ИНФОРМАЦИОННОГО 

ОБЕСПЕЧЕНИЯ ЭНЕРГОСБЕРЕГАЮЩЕГО РЕЖИМА НАГРЕВА 

Совершенствование информационного обеспечения 

энергосберегающего режима нагрева металла включает 

реализацию следующих мероприятий: 

- использование оперативной динамической модели, ос-

нованной на применении принципа максимума Л.С. Понт-

рягина, расчета оптимальных траекторий температурных 

параметров расхода топлива в темпе с реальным процес-

сом для каждой нагреваемой в печи заготовки [18, 19]; 

- прогнозирование минимального времени нагрева каждой 

заготовки на момент ее подачи в печь и последующей 

коррекции этого времени по ходу нагрева с погрешностью 

не превышающей 3-4% [20]; 

- независимый автономный программно-инструментальный 

контроль текущего температурного состояния каждой 

заготовки перед выдачей ее из печи на стан, с одновре-

менным прогнозом ожидаемой температуры раската этой 

заготовки с погрешностью ± 20 
0
С [21, 22]; 

- для обеспечения однозначности, достоверности и осо-

бенно оперативности контроля текущего температурного 

mailto:andreev.asc@gmail.com
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состояния нагреваемого металла в нестационарных усло-

виях работы печи осуществить переход с управления теп-

ловым режимом по температуре рабочего пространства 

(греющей среды), на управление по температуре поверх-

ности (точнее поверхностного слоя окалины) нагреваемо-

го металла, измеряемой оптическими пирометрами (луч-

ше частичного излучения) при соблюдении необходимых 

условий для уменьшения погрешности измерений [13]. 

Важным условием реализации энергосберегающего 

режима нагрева крупногабаритных непрерывнолитых за-

готовок, при переменной производительности печи, явля-

ется использование систем автоматической оптимизации 

управления (САОУ) процессом сжигания топлива с целью 

обеспечения максимально возможного теплового эффекта 

за счет оптимального управления подачей воздуха для 

сжигания текущего расхода топлива [15]. 

При наличии резерва мощности по отводу продуктов 

сгорания из рабочего пространства печи, целесообразно 

использование САОУ газодинамическим режимом (дав-

лением) рабочего пространства с целью минимизации 

тепловых потерь от подсосов холодного атмосферного 

воздуха в рабочее пространство при выбивании горячих 

продуктов сгорания из рабочего пространства [15].  

РАСЧЕТ ОПТИМАЛЬНОЙ ТРАЕКТОРИИ НАГРЕВА ЗАГОТОВКИ 

Классическое математическое представление процесса 

нагрева массивной слябовой заготовки в методической 

печи в виде одномерного управления теплопроводности с 

граничными условиями III рода и аналитическое опреде-

ление оптимального энергосберегающего режима нагрева 

этой заготовки с использованием принципа максимума 

Л.С. Понтрягина рассмотрено в работах [2, 19].  

Поскольку принятой приоритетной целью оптимиза-

ции управления нагревом металла от начального до за-

данного конечного теплового состояния за фиксированное 

время Т является минимизация затрат топлива на нагрев, 

то целью управления является минимизация функционала 

вида [2, 26]:  

  
2

0

,

T

Y U d min    (1) 

где U()=k·VG() – характеристическая температура управ-

ления, пропорциональная расходу топлива, °С; VG() – 

расход топлива, м
3
/ч ; k – коэффициент передачи по ка-

налу “расход топлива – характеристическая температура 

управления”, (°Сч)/м
3
; – текущее время процесса                 

0 ≤ ≤ TC. 

Использование критерия управления (1) в виде квадра-

тичного функционала обеспечивает аналитическое реше-

ние поставленной задачи в удобном виде, не изменяя при 

этом физическую суть процесса. 

Одной из проблем, затрудняющей решение поставлен-

ной задачи аналитическим способом, является определе-

ние начальных значений функции сопряженных перемен-

ных. 

В условиях высокопроизводительного нестационарно-

го нагрева металла динамику процессов теплопередачи 

можно представить следующей упрощенной системой 

дифференциальных уравнений [8, 23]: 
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dt
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
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


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


 




   




 



 


 (2) 

где tF() –текущее значение температуры греющей среды 

(рабочего пространства печи), °С; tS() – температура 

поверхности нагреваемого металла, °С; t0() – текущая 

температура центра нагреваемой заготовки, °С; Т0, Т1, Т2 – 

постоянные времени, характеризующие инерционность 

процесса теплопередачи от управляющего воздействия к 

центру нагреваемой заготовки соответственно. 

Для определения значений Т0, Т1, Т2 можно использо-

вать идентификацию полученной упрощенной модели по 

аналитическому (точному) решение управления тепло-

проводности [24] или использовать экспериментальные 

данные полученные по способу изложенному в работе 

[25]. 

Используя динамическое определение процесса тепло-

передачи (2) и принцип максимума Л.С. Понтрягина Н-

функция запишется как [6]: 

 
 

   1

0

0

FH U U t
T

 
         

 
   

 
   2 3

0 4

1 2

F S St t t t
T T

   
                (3) 

где 0, 4 являются константами, а 1(), 2(), 3() – 

играют роль сопряженных переменных и определяются из 

уравнений: 

 
 
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   1 1 2

0 1F

d H
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, (4) 
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 

 

 3 3

0 2

d H

d t T

   

 


  


. (6) 

В соответствии с принципом максимума если допу-

стимое управление U() обеспечивает минимум функцио-

налу (1), то оно должно удовлетворять условию максиму-

ма производной функции H по U() или  

   1

0

0

2 0
H

U
U T


 


    


, (7) 

отсюда находим функцию оптимального управления: 

  
 1*

0 02
U

T

 



 

 
, (8) 

где 0 = – 1 по определению [19]. 

Совместное интегрирование уравнений (2), (4), (5), (6) 

позволяет с учетом (8) определить траекторию 

оптимального управления U
*
(). 

Для численного интегрирования системы уравнений (4-

6) необходимо определить начальные условия 1(), 2(), 

3() что представляет собой достаточно сложную задачу. 

При решении системы (2) заданы конечные значения 

температурных параметров, значит необходимо определить 
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такие значения 1(0), 2(0), 3(0) при которых будет выпол-

няться условие   *

F Ft Т t ,   *

S St Т t ,   *

0 0t Т t . 

В силу линейности исходной задачи (2), решение 

поставленной задачи можно провести с использованием 

метода интерполяции, поставив в соответствие начальные 

и конечные значения функций сопряженных переменных 

и переменных состояния. 

Применение аналитического метода определения зна-

чений 1(0), 2(0), 3(0) позволяет перевести решение по-

ставленной задачи из области интуитивной вариации в 

область формализованного обоснованного процесса [8].  

Рассмотренная динамическая модель энергосберегаю-

щего оптимального управления режимом нагрева пригод-

на для расчета управляющего воздействия и температур-

ных параметров процесса при учете технологических и 

конструктивных ограничений в реальном времени в темпе 

с процессом нагрева. 

Расчетные траектории изменения температурных па-

раметров при оптимальном энергосберегающем режиме 

нагрева непрерывнолитой заготовки толщиной 250 мм за 

заданное время 250 мин от начального теплового состоя-

ния tS(0) = t0(0) = 0 °C, до конечного температурного со-

стояния tS(T) = t0(T) = 1250 °C при соблюдении ограниче-

ний: на управляющее воздействие UMAX() = 1500 °C; на 

температуру греющей среды   01400MAX

Ft C  ; на темпе-

ратуру поверхности   01300MAX

St C   и на максимальный 

перепад температуры t
MAX

() = tS() - t0() = 200 °C, дей-

ствующего до достижения t0() = 500 °C (до перехода ме-

талла в пластическое состояние) представлено на рис. 1. 
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Рис. 1. Расчетные траектории температурных параметров 

при оптимальном энергосберегающем режиме нагрева        

с учетом ограничений 

 

Участки достижения ограничений пронумерованы: 1– 

режим нагрева без ограничений; 2 – режим с учетом 

tMAX(); 3 – режим нагрева при ограничении по UMAX(); 4 

– режим нагрева при ограничении по  MAX

Ft  ; 5 – режим 

ограничений по  MAX

St  . 

Теоретически установлено и в процессе физического 
моделирования подтверждено, что соблюдение ограниче-
ний приводит к снижению эффективности энергосберега-
ющего управления. 

Так если принять за 100% расчетное количество теп-
ловой энергии, затраченное на нагрев без учета ограниче-

ний, то соблюдение ограничений по UMAX() приводит к 
увеличению энергии до 120-130%. 

Соблюдение ограничений UMAX(),  MAX

Ft  ,  MAX

St   

увеличивает затраты энергии на нагрев до 140%, а 

дополнительное соблюдение ограничений по tMAX() 
увеличивает расход энергии до 150-155%. 

ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ВРЕМЕНИ НАГРЕВА КАЖДОЙ ЗАГОТОВКИ 

НА МОМЕНТ ПОСАДА В ПЕЧЬ 
Проходные нагревательные печи работают в одной 

технологической линии с прокатным станом, поэтому 
скорость перемещения заготовок по длине рабочего про-
странства определяется текущей производительностью 
стана и требованиям к качеству нагрева заготовки [27]. 

Изменение продолжительности нагрева отдельных 
заготовок на стане 2000 ОАО “Магнитогорский металлур-
гический комбинат” в течение суток представлено на рис. 2. 
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Рис.2. Изменение общей продолжительности нагрева          
отдельных заготовок в течении суток                                                      

на стане 2000 ОАО “ММК” 
 
Время нагрева заготовок изменяется от 140 до 380 мин. 

Для расчета оптимального энергосберегающего управля-
ющего воздействия необходимо знать точное прогнозиру-
емое общее время нагрева Т на момент посада очередной 
заготовки в нагревательную печь. 

Решение поставленной задачи обеспечивается исполь-
зованием метода, основанного на определении “узкого 
места” в технологической линии печи – стан – моталки и 
максимального времени обработки заготовки на этом 
участке при прокатке каждой заготовки на определенный 
типоразмер из исходного размера и будет исходной ин-
формацией для расчета минимального времени нагрева 
ТMIN [20]. 

Сумма значений времени обработки всех заготовок, 
которые будут выданы из всех работающих печей и пла-
нируемых простоев стана перед вновь поданной на нагрев 
заготовкой и будет минимальным прогнозируемым вре-
менем нагрева данной заготовки.  
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Подобный метод расчета ТMIN позволяет достаточно 

точно определить искомую величину при отсутствии слу-

чайных не регламентируемых аварийных простоев стана и 

постоянной величине коэффициента использования стана 

KW = 0,87-0,95. Этот коэффициент количественно характе-

ризует величину скрытых простоев стана.  

Наличие непредсказуемых и трудно регламентируе-

мых плановых, а особенно аварийных простоев стана, вы-

званных поломкой технологического оборудования или 

отказом системы автоматического управления, являются 

наиболее значимыми причинами и источниками ошибок в 

определении общего времени нагрева заготовок Т. 

Для повышения точности прогноза общего времени 

нагрева заготовки был разработан метод коррекции про-

гнозируемого времени алгоритм, которого изложен в ра-

боте [2]. 

С целью реальной оценки точности и достоверности 

используемого метода прогнозирования общего времени 

нагрева был произведен анализ результата прогноза вре-

мени для 457 заготовок.  

 Для каждой заготовки фиксировалось действительное 

время нагрева ƬR и прогнозируемое ƬS на стане 2000 ОАО 

“ММК”. Изменение значений ƬR и ƬS для каждой заготов-

ки представлено на рис. 3. При изменении общей продол-

жительности нагрева от 140 до 195 мин точность прогноза 

вполне приемлема для расчета оптимальных траекторий 

нагрева. 
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Рис. 3. Изменение фактического ƬR и ƬS общего времени 

нагрева заготовок при двух плановых Ƭ0 простоя                    

стана 2000 ОАО “ММК” 

 

Анализ полученного частотного распределения 

отклонения Ƭ= ƬR-ƬS показывает что 90,4% отклонений 

находится в диапазоне ±4 мин и 97,4% в пределах ±12 

мин, т.е. в пределах принятого интервала времени 

коррекции ∆Ƭ = 15 мин. 

КОНТРОЛЬ ТЕПЛОВОГО СОСТОЯНИЯ ЗАГОТОВОК ПЕРЕД 

ВЫДАЧЕЙ ИЗ НАГРЕВАТЕЛЬНОЙ ПЕЧИ 

В условиях нестационарной работы нагревательных 

печей при реализации энергосберегающих режима нагрева 

особенно актуальной и важной является проблема обеспе-

чения объективного и автономного контроля текущего 

теплового состояния каждой заготовки перед выдачей из 

печи. Для решения этой задачи практически достаточно 

определение двух температурных параметров: температу-

ры поверхности нагреваемого металла и температурного 

перепада между поверхностью и центром нагреваемой 

заготовки. 

Температуру поверхности нагреваемого металла (вер-

нее поверхностного слоя окалины) можно измерить с до-

статочной точностью с использованием современных оп-

тических пирометров частичного излучения. Перепад 

температуры по сечению недоступен для прямого инстру-

ментального контроля без использования специальных 

методов [25]. 

Хотя рассмотренная ранее динамическая модель 

нагрева и дает информацию о текущем тепловом состоя-

нии нагреваемой заготовки, но реальная достоверность 

этой информации, учитывая ответственность поставлен-

ной цели, может быть проверена только после прокатки 

заготовки в черновой группе стана путем изменения тем-

пературы раската на промежуточном рольганге, когда 

ошибка в нагреве не может быть уже исправлена. 

Использование сравнительно надежных и точных оп-

тических пирометров частичного излучения и современ-

ных микропроцессорных технических средств позволяет 

решить поставленную задачу путем создания программно-

инструментальной системы контроля температурного пе-

репада по сечению нагреваемой заготовки перед выдачей 

из печи. 

Суть программно-инструментального контроля теку-

щего теплового состояния нагреваемой заготовки перед 

выдачей из печи заключается в следующем [21, 22]. 

Температура поверхности нагреваемой заготовки 

определяется соотношением двух тепловых потоков: 

- наружного от греющей среды на поверхность металла – 

qext(); 
- внутреннего от поверхности к центру, т.е. внутрь 

нагреваемой заготовки – qint(). 

Если qext() > qint(), то   0Sdt d   , т.е. идет нагрев 

металла. 

Если qext() < qint(), то   0Sdt d   , т.е. происходит 

охлаждение металла. 

При qext() = qint(), то   0Sdt d   , т.е. температура 

поверхности постоянна tS() = const. 

Поэтому, если обеспечить условие tS() = const, то 

вычислив qext() и qint() можно определить температурный 

перепад по сечению нагреваемой заготовки. 

Текущее тепловое состояние нагреваемого металла 

tS() = const можно теоретически определить из решения 

одномерного уравнения теплопроводности при граничных 

условиях первого рода [24]. 

Для условий симметричного нагрева эти условия 

имеют вид 

   , St S t const   ;  0, 0dt dx  . (10) 

При входе в зону выдержки при tS() = const начальное 

распределение температуры по сечению принимаем в 

соответствии с выражением [4] 

        
2

0 0,0 0 0 0S

x
t x t t t

S

 
       

 
. (11) 
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Теоретические решения по аналитическому определе-
нию величин внутреннего и внешнего тепловых потоков 
приведены в работе [2]. 

Рассчитав тепловые потоки qext() и qint() можно опре-
делить разность температур между центром и поверхно-
стью нагреваемой заготовки  

      0St t t     .   (12) 

При расчете ∆t значение коэффициента черноты 

поверхности металла принималась постоянной M = 0,8, а 
значение углового коэффициента излучения огнеупорной 
футеровки на поверхность металла k = 0,7. 

Для оценки текущего температурного состояния 
нагреваемой заготовки можно использовать среднемассо-
вую температуру металла, определяемую в соответствии с 
выражением [24, 28] 

          02 3 1 3A St t t      . (13) 

Структурная схема автономной автоматизированной 
системы программно-инструментального контроля каче-
ства нагрева заготовок перед выдачей из печи, реализо-
ванная на методической печи №6 стана 2500 ОАО “ММК” 
представлена на рис.4. 
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Рис. 4. Структурная схема системы контроля качества 
нагрева металла перед выдачей из нагревательной печи 

 
Датчиком температуры греющей среды (ДТС) является 

термопара градуировки ТПП (тип R), установленная в 
боковой стене томильной зоны на 300-350 мм выше уров-
ня нагреваемого металла (250 мм). Датчиком температуры 
поверхности металла (ДТМ) служит пирометр полного 
излучения ТЕРА-50, свизированный на поверхность 
нагреваемой заготовки, установленный в боковой стене 
томильной зоны в районе расположения термопары.  

Информационные сигналы с ДТС и ДТМ через норми-
рующие преобразователи поступают на входные устрой-
ства связи с объектом (УСО) контроллера Ремиконт РК-
131, где преобразуются из аналоговой в цифровую форму.  

Контроллер на основе входной информации о текущих 

значениях tS() и t0() осуществляет расчет ∆t для заготов-
ки (второй в очереди на выдачу) расположенной в зоне 

измерения tF() и tS(). Вся информация формируемая кон-
троллером, поступает по протоколу RS-232C из последо-
вательного радиального канала контроллера на ЭВМ 
управления нагревом металла.  

ЭВМ технолога поста управления выполняет роль ло-
кального узла АСУТП энергосберегающего режима нагрева 
в соответствии с условием рассмотренным в работе [17]. 

Для оценки точности, объективности и работоспособ-
ности разработанной системы программно-инструмен-
тального контроля теплового состояния нагреваемых 
непрерывнолитых крупногабаритных заготовок перед вы-
дачей из печи проведено специальное исследование на 
печи №6 стана 2500 ОАО “ММК”. 

Пятизонная толкательного типа, отапливаемая природ-
ным газом методическая печь №6 предназначена для дву-
стороннего нагрева непрерывнолитых заготовок толщиной 
250 мм холодного посада при активной длине рабочего 
пространства не превышающей 29 м, максимально удалена 
от прокатного стана (более 60 м) и имеет среднюю произ-
водительность 110 т/ч при холодном посаде. В 93% случаев 
интервал выдачи заготовок из печи не превышает 100 с.  

Изменение во времени параметров температурного 
режима в пятой (томильной) зоне печи №6 и отклонений 

расчетной температуры раската calc

rollt  от действительной 

измеренной g

rollt  представлено на рис. 5. 
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Рис. 5. Результаты измерений параметров теплового 
режима в пятой зоне методической печи 

 

При соблюдении условий tS() = const и при контроли-
руемой выдачи заготовок анализ полученного частотного 

распределения значений отклонения g calc

roll roll rollt t t    для 

77 заготовок показывает, что 67,5% заготовок имеет от-
клонение в диапазоне ±10 °С, а 88,3% или 63 заготовки в 
диапазоне ±20 °С. 

При среднеквадратичном отклонении расчетной тем-
пературы от измеренной 11,3 °С максимальные величины 
отклонения ∆troll зафиксированы при переходе на режим 

ручного управления, когда условие tS() = const не соблю-
дается.  

Распределение отклонений прогнозируемой темпера-
туры раската от измеренной (принятой за действитель-
ную) для 858 заготовок, нагретых в течении шести суток 
на печи №6 дает следующие результаты. 

Из 858 заготовок 473 (55,13%) имели величину откло-
нений в диапазоне ±15 °С, а 762 заготовки или 88,8% име-
ли отклонения в диапазоне ±30 °С. 

Использование рассмотренной системы гарантирует 
невозможность несанкционированной (неконтролируе-
мой) выдачи на стан недогретой заготовки при реализации 
энергосберегающего оптимального управления режимом 
нагрева при нестационарной работе прокатного стана. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Реализация энергосберегающих режимов нагрева ме-

талла в нагревательных печах прокатных станов требует 

пересмотр необходимого информационного обеспечения 

системы управления нагревом. Эффективная реализация 

оптимальных режимов нагрева каждой заготовки находя-

щейся в печи требует контроль дополнительных парамет-

ров процесса нагрева: прогнозирование времени нагрева и 

контроль реального теплового состояния заготовки. Ис-

пользование информационного параметра – температуры 

поверхности металла tS() вместо температуры рабочего 

пространства – tF() в качестве управляющего в системе 

автоматического управления нагревом позволило за счет 

повышения оперативности и объективности оценки теку-

щего температурного состояния нагреваемого металла на 

трех отечественных ШСГП уменьшить удельный расход 

условного топлива на 4-6% при одновременном увеличе-

нии температуры раската. 

Предлагаемые способы совершенствования информа-

ционного обеспечения энергосберегающих режимов 

нагрева металла реально обеспечивают предотвращение 

возможности несанкционированной выдачи на стан недо-

гретых заготовок и позволяют реально уменьшить затраты 

топлива на нагрев в условиях неравномерной производи-

тельности ШСГП при производстве листового проката.  
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Abstract. Implementation of optimal energy-saving modes of 

heating blanks in the heating furnaces of broadband mills re-

quires a revision of the necessary support of a control heating 

system . Proposed, for each of the heated blank to calculate the 

optimal trajectory of heating on the criterion of minimizing fuel 

consumption for heating. The implementation of the optimal 

trajectory of heating is produced using a new controlled parame-

ter - the surface temperature of the heated billets. The report 

discusses the main improvement trends of the information sup-

port system. The results of work of individual information sub-

systems are given: predicting the heating time of each blank with 

the planned and emergency downtime of the rolling mill and the 

thermal control subsystem status before issuing a heated billet 

from the heating furnace. 

Keywords: heating billets before rolling, heating furnaces, 

rolling mill, optimal control, energy-saving mode. 
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Аннотация. Для повышения эффективности процесса ре-

зания упрочненным лазерным излучением инструментом 

предложено использовать комплексный подход, позволяю-

щий построить многофакторную модель, адекватно описы-

вающую функциональную взаимосвязь стойкости инстру-

мента с физико-техническими параметрами, характеризую-

щими как режим облучения, так и режим резания. Обосно-

вана целесообразность такого подхода, проведена его апро-

бация при лазерном упрочнении токарных резцов, установ-

лены границы применимости модели стойкости упрочненно-

го инструмента, сформулированы требования к условиям 

лазерной термической обработки и эксплуатации инстру-

мента. Показано, что наличие упрочненного слоя на рабочей 

поверхности режущего инструмента существенно изменяет 

условия контактного взаимодействия при точении. Экспе-

риментально подтверждена целесообразность использования 

упрочненного инструмента при режимах резания, превыша-

ющих технологические. Производственные испытания 

упрочненного инструмента подтвердили обоснованность 

разработанных рекомендаций и показали стабильный рост 

стойкости инструмента до 2,5 раз. 

Ключевые слова: моделирование, технологическая систе-

ма, упрочняющая технология, лазерная обработка, режущий 

инструмент. 

ВВЕДЕНИЕ 

Применение наукоемких ресурсо- и энергосберегаю-

щих упрочняющих технологий на производстве выдвигает 

на первый план задачу определения рациональных режи-

мов металлообработки, обеспечивающих наибольшую 

работоспособность режущего инструмента (РИ). 

Большое число используемых способов упрочнения, 

богатый спектр обрабатываемых и инструментальных ма-

териалов, возможность упрочнения инструмента различ-

ной номенклатуры и назначения и применение его в усло-

виях варьирования режимов эксплуатации ставят перед 

технологами задачу определения характеристик процесса 

механической обработки для достижения наибольшего 

положительного эффекта, главным образом по критерию 

износостойкости. Рассмотрение и учет при решении оп-

тимизационной задачи всех факторов, оказывающих вли-

яние на стойкость РИ (или, по крайней мере, наиболее 

значимых из них), вызваны сложностью и разнообразием 

перекрестных связей между отдельными компонентами 

исследуемого процесса и предполагают качественно но-

вый уровень поиска оптимальных режимов. Определение 

этих режимов практически невозможно на основе не-

большого ряда экспериментальных данных. Поэтому для 

оценки совместного влияния факторов, определяющих 

стойкость инструмента после упрочнения, целесообразно 

использовать методологию многофакторного эксперимен-

та, где в качестве варьируемых факторов рассматриваются 

факторы, характеризующие режим упрочнения и резания. 

В такой постановке проблема повышения стойкости 

упрочненного инструмента ранее не рассматривалась, что 

определяет ее актуальность и цель настоящей работы, со-

стоящую в разработке новой методологии моделирования 

и оптимизации упрочняющей обработки с использовани-

ем концентрированных потоков энергии и анализе ее эф-

фективности. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. МЕТОДОЛОГИЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Проанализируем с рассмотренных выше позиций про-

цесс резания инструментом, упрочненным импульсным 

лазерным излучением (ЛИ). Как правило, изменение ре-

жима резания или облучения оказывают влияние на стой-

кость инструмента. Поэтому, несмотря на известные 

успехи в практической реализации процесса лазерной за-

калки, по-прежнему актуальной остается проблема повы-

шения эффективности применения упрочненного инстру-

мента. Как показано в [1] это может быть достигнуто 

только на основе комплексного анализа процессов лазер-

ного упрочнения и резания, предметом которого является 

нахождение и описание перекрестных связей, действую-

щих между варьируемыми факторами и параметром оп-

тимизации (например, стойкостью РИ). 

За основу при построении схемы влияния факторов 

при реализации модели процесса резания инструментом, 

упрочненным импульсным ЛИ, примем представление 

процесса лазерной термообработки (ЛТО), предложенное 

Э.В. Рыжовым [2] (1990 г.). Для дальнейшего развития 

знаний об исследуемом процессе рассмотрим его на более 

высоком иерархическом уровне. 

Комплексный подход применительно к процессу реза-

ния упрочненным инструментом и оценка совместного 

влияния на его стойкость режимов упрочнения и эксплуа-

тации реализуются, если представить его как технологи-

ческую систему (ТС), позволяющую учитывать сложную 

взаимосвязь отдельных факторов, оказывающих влияние 

на стойкость упрочненного РИ. 

mailto:scisec@fian.smr.ru
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В данном технологическом процессе выделим две под-

системы первого иерархического уровня, каждая из кото-

рых обладает определенным набором элементов, свойств 

и связей (рис. 1): 

- подсистема технологической операции упрочнения (M1); 

- подсистема технологической операции резания (M2). 

Свойства элементов e1 ,..., e4 подсистемы M1, характе-

ризующих режим упрочнения (рис. 1), определяют её вы-

ходные характеристики. Причем параметры качества по-

верхностного слоя упрочняемого материала: шерохова-

тость облученной поверхности, микротвердость и глубина 

зоны лазерного воздействия (ЗЛВ) зависят от сочетания 

свойств элементов системы. Значения ряда факторов, 

определяющих выходные характеристики подсистемы M1, 

в свою очередь зависят от свойств элементов. В частно-

сти, плотность энергии ЛИ выбирается, исходя из свойств 

поверхностного слоя упрочняемого материала, свойств 

среды и покрытия в зоне обработки. 
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Рис. 1. Технологический процесс резания упрочненным инструментом как система 
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Свойства элементов e5, e6 подсистемы M2, характери-

зующих режим эксплуатации (рис. 1), определяют выбор 

режима резания для обеспечения требуемых выходных 

характеристик системы, в частности, стойкости упрочнен-

ных резцов. На вход подсистемы M2 поступают также вы-

ходные характеристики подсистемы M1, их совместное 

действие определяет выходную характеристику ТС в це-

лом. Наличие упрочненного слоя на рабочей поверхности 

РИ существенно изменяет условия контактного взаимо-

действия при точении. Выходные характеристики подси-

стемы M1 наряду с факторами, характеризующими режим 

резания и поступающими на вход подсистемы M2, опре-

деляют выходную величину системы в целом. Совокупное 

действие этих величин придает системе M новые качества, 

не свойственные каждой из подсистем в отдельности. 

Аналогичные рассуждения справедливы для любого из 

методов упрочняющей обработки, т.к. имеющиеся экспе-

риментальные результаты по применению радиационного 

облучения, объемной термической и ультразвуковой об-

работки свидетельствуют о существенно отличающихся 

результатах стойкостных испытаний для различных усло-

вий эксплуатации упрочненного инструмента. 

РЕАЛИЗАЦИЯ И АНАЛИЗ МОДЕЛИ 

В соответствии с предлагаемым комплексным подхо-

дом к оценке эффективности метода упрочняющей обра-

ботки инструмента (например, лазерной обработки (ЛО)) 

исследования целесообразно осуществлять по следующей 

схеме: 

1) с целью сокращения общего объема эксперименталь-

ных работ из большого числа факторов, влияющих на 

эксплуатационные характеристики упрочненного инстру-

мента, одним из известных методов (ранговой корреля-

ции, случайного баланса, дисперсионного анализа) выде-

лить факторы, оказывающие основное влияние на его 

стойкость; 

2) на основе многофакторного эксперимента провести 

комплексное исследование влияния режимов и условий 

упрочнения и эксплуатации РИ на его стойкость, заклю-

чающееся в нахождении функциональной связи между 

параметром оптимизации (например, стойкостью инстру-

мента, силовыми характеристиками процесса резания и 

пр.) и исследуемыми факторами (режимами упрочнения и 

эксплуатации); 

3) осуществить прогнозирование стойкости упрочненного 

инструмента для заданных условий эксплуатации; 

4) получить интерпретацию результатов натурного экспе-

римента и разработать рекомендации по использованию 

упрочненного инструмента; 

5) установить новые качества, присущие изучаемой си-

стеме в целом, провести их исследование и определить 

степень влияния на стойкость инструмента. 

Предлагаемый комплексный подход к анализу эффек-

тивности упрочнения РИ был реализован поэтапно при-

менительно к процессу резания инструментом, упрочнен-

ным импульсным ЛИ. 

На этапе выделения факторов, значимо влияющих на 

процесс изнашивания облученного РИ, наиболее суще-

ственные результаты получены при реализации метода 

случайного баланса [3]. На примере точения Р18-

12Х2Н4А установлена и проанализирована функциональ-

ная связь стойкости упрочненного РИ и комплекса физи-

ко-технических величин, определяющих режимы обра-

ботки и упрочнения, выявлены значимые взаимодействия 

факторов, анализ которых указывает, что для увеличения 

стойкости резцов должно быть выполнено упрочнение их 

передней поверхности на воздухе. В этом случае наличие 

образующейся окисной пленки обусловливает снижение 

коэффициента трения между стружкой и передней по-

верхностью инструмента, что способствует уменьшению 

температуры в зоне резания и увеличению его стойкости. 

Используя ротатабельное униформ-планирование вто-

рого порядка, при заданных ограничениях на величину 

подачи (S = 0,2 мм/об) получена регрессионная модель, 

адекватно описывающая функциональную связь стойко-

сти упрочненного инструмента с комплексом параметров, 

характеризующих как режим ЛО, так и режим эксплуата-

ции РИ: 

T = – 175,37 – 10,76V + 672,75t + 5,43E + 
(1) 

+ 0,15VE – 3,47tE – 0,07E
2
 – 171,1t

2
. 

Здесь V – скорость резания (м/мин), E – энергия ЛО (Дж), 

t – глубина резания (мм). В многофакторном эксперимен-

те при построении модели указанные факторы варьирова-

лись в следующих пределах: V от 30 до 55 м/мин, E от 30 

до 60 Дж, t от 1,0 до 2,0 мм. Построение модели, как и 

проведение экспериментов по методу случайного баланса, 

осуществлялось на примере точения конструкционной 

легированной стали 12Х2Н4А модельными проходными 

резцами из стали Р18. Однократное облучение резцов по-

сле стандартной термообработки проводилось на воздухе 

по передней режущей поверхности. 

Анализ модели (1) показывает, что на величину стой-

кости упрочненного инструмента наряду с линейными 

факторами (V, E, t) существенное влияние оказывают не-

линейные эффекты взаимодействия отдельных факторов, 

такие как: "скорость резания  энергия облучения" (VE) и 

"глубина резания  энергия облучения" (tE) по величине 

сравнимые с линейными. Наличие подобных эффектов 

свидетельствует о неаддитивном вкладе в изменение 

стойкости влияния отдельных факторов и необходимости 

тщательного выбора условий ЛО в соответствии с кон-

кретными режимами резания. Выполнение этой предпо-

сылки является одним из резервов повышения стойкости 

упрочненного РИ. 

Интерпретация квадратичной модели стойкости 

упрочненного инструмента выполнена на основании ана-

лиза поверхности отклика и уравнения стойкости в кано-

ническом базисе, полученном для нескольких комбинаций 

двух произвольно выбранных факторов, определяющих 

стойкость упрочненного инструмента в соответствии с 

моделью (1). Типичный вид поверхности отклика при 

фиксированном значении скорости резания V = 55 м/мин 

представлен на рис. 2. Прослеживается отчетливая связь 

стойкости инструмента, как с режимом упрочняющей ЛО, 

так и с режимом эксплуатации. В частности, заметное 

увеличение стойкости наблюдается с ростом энергии ЛИ 

при глубине резания, не превышающей 1,5 мм (рис. 2). 

Однако детальный анализ поведения инструмента может 

быть осуществлен только на основе построения двумер-

ных сечений поверхности отклика. 
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Рис. 2. Участок поверхности отклика в реализованном 

диапазоне изменения факторов (V = 55 м/мин) 

Двумерные сечения поверхности отклика были постро-

ены в соответствии с уравнениями стойкости в канониче-

ском базисе для комбинаций двух произвольно выбранных 

факторов (t и E; V и E), оказывающих существенное влия-

ние на стойкость упрочненного инструмента, при фикси-

рованном значении третьего фактора на определенном 

уровне. Например, для факторов, определяющих глубину 

резания и энергию ЛО (при V = 55 м/мин) двумерные се-

чения поверхности отклика, построенные в координатах 

(E, t) имеют вид, показанный на рисунке 3. Здесь рядом с 

кривыми проставлены значения периода стойкости 

упрочненных резцов (мин). Аналогичные кривые равной 

стойкости можно построить в системе координат (Е, V) 

при различных значениях третьего фактора (например, 

при t = 2 мм или t = 1 мм). 

Процедура построения канонического уравнения и 

двумерных сечений поверхности отклика подробно опи-

сана в [4]. Полученные зависимости свидетельствуют о 

сложном и взаимообусловленном совместном влиянии 

режимов резания и облучения на стойкость упрочненного 

инструмента. 

 
Рис. 3. Стойкость упрочненного инструмента 

при вариации режимов резания и упрочнения 

при V = 55 м/мин 

Анализ уравнения стойкости в каноническом базисе и 

двумерных сечений поверхности отклика (рис. 3), позво-

ляет сделать выводы, касающиеся выбора условий облу-

чения и эксплуатации упрочненного инструмента: 

- стойкость упрочненного инструмента существенным 

образом зависит от совместного влияния режима упроч-

нения и режима резания. 

- повышение энергии ЛО (~ на 25%) при данном значении 

глубины резания приводит к увеличению стойкости более 

чем в два раза. 

- при одинаковом уровне введенной энергии наибольшая 

стойкость достигается с ростом глубины резания при её 

изменении в выбранном для данной модели диапазоне 

значений. 

Последнее положение справедливо, если предполо-

жить, что износостойкость облученной зоны при трении в 

условиях высоких контактных давлений и температур, 

характерных для обработки резанием, определяется сте-

пенью завершенности фазовых превращений в метаста-

бильной структуре ЗЛВ, связанной со способностью оста-

точного аустенита после ЛО превращаться в мартенсит 

деформации при трении и подлежит последующей про-

верке. 

Целесообразность использования упрочненного ин-

струмента при режимах резания, превышающих техноло-

гические, подтверждена результатами испытаний на износ 

при трении скольжения на машине трения СМТ-1 по схе-

ме диск (12Х2Н4А) – колодка (Р18) [4]. Проведенные ме-

таллофизические исследования (металлография, рентге-

нофазовый анализ) поверхности трения свидетельствуют 

о том, что лазерная обработка приводит к смещению 

начала отпускных процессов в зоне контакта при трении в 

сторону более высоких скоростей скольжения. Это наряду 

со снижением количества остаточного аустенита (~ в 2,0-

2,5 раза) (рис. 4) в приповерхностном слое, связанным с 

его способностью превращаться в мартенсит деформации 

при трении, является предпосылкой роста стойкости 

упрочненного РИ при интенсификации режимов нагруже-

ния. 

Анализ поведения кривых равной стойкости (рис. 3) 

позволяет констатировать, что ЛО приводит к росту стой-

кости инструмента, эксплуатируемого при режимах реза-

ния, когда рост термодинамической напряженности в зоне 

резания не приводит к развитию процессов разупрочнения 

[4]. В данном случае это резание с глубинами t  1,5 мм. 

При t > 1,5 мм стойкость инструмента практически не за-

висит от уровня энергии облучения и сохраняется практи-

чески постоянной для данного значения глубины резания, 

т.е. в этих условиях точения лазерная обработка практиче-

ски не оказывает влияния на работоспособность инстру-

мента. Оптимальное сочетание режимов ЛО и режимов 

резания упрочненным инструментом приводит к суще-

ственному увеличению стойкости инструмента. По срав-

нению с необлученным инструментом стойкость возрас-

тает более чем в 4 раза (при t = 1,5 мм). Увеличение пода-

чи до значения t = 2,3 мм более чем в 10 раз сокращает 

стойкость инструмента по сравнению с необлученными 

резцами. 
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Рис. 4. Изменение количества остаточного аустенита 

после трения и ЛО 

Применение комплексного подхода к оценке эффек-

тивности процесса резания инструментом, упрочненным 

импульсным ЛИ, позволяет сформулировать требования к 

условиям ЛТО и эксплуатации инструмента. Можно вы-

делить группу частных требований, относящихся к кон-

кретным условиям проведения эксперимента и группу 

общих требований, распространение которых на различ-

ные типы РИ подлежит проверке и апробации в производ-

ственных условиях. 

В частности, разработанная многофакторная модель 

процесса резания упрочненным инструментом может быть 

использована в инженерной практике для прогнозирова-

ния его стойкости при изменении режимов резания и 

упрочнения в пределах, определяемых условиями прове-

дения эксперимента [5]. 

Общие рекомендации по выбору режимов упрочнения 

и эксплуатации РИ, полученные на основе анализа мате-

матической модели процесса резания упрочненным ин-

струментом, заключаются в следующем: 

1) лазерное упрочнение следует проводить на воздухе по 

передней режущей поверхности инструмента. В этом слу-

чае наличие окисной пленки оказывает существенное вли-

яние на интенсивность его изнашивания; 

2) наиболее предпочтительно использовать упрочненный 

инструмент при более интенсивных режимах резания. 

Эффективность ЛО возрастает при увеличении как глуби-

ны, так и скорости резания. 

Эффективность лазерного упрочнения инструмента на 

воздухе по передней режущей поверхности и его примене-

ния при интенсификации процесса резания подтверждена 

результатами производственных испытаний. Режимы ме-

ханической обработки при проведении испытаний соот-

ветствовали технологическим, обычно применяемым на 

данных типах операций. По результатам испытаний сверл 

(Р12М3Ф2К8, Р6М5), резцов (Р9К5, Р18), разверток 

(Р9К5), дисковых фрез (Р18, Р6М5) при обработке жаро-

прочных и жаростойких сплавов и сталей: ХН73МБТЮ-

ВД, ХН68ВМТЮК-ВД, 15Х18Н12С4ТЮ, 20Х13гк, 12Х2Н, 

Х18Н9Т, ст.40Х и др. достигнуто стабильное 2,0-2,5 крат-

ное повышение стойкости упрочненного инструмента и 

получено прямое экспериментальное подтверждение вы-

водов, сделанных на основании анализа многофакторной 

модели процесса резания упрочненным инструментом [6], 

а именно: 

- показано, что стойкость сверл (Р12М3Ф2К8)  18,3мм, 

упрочненных по передней поверхности, возрастает в 

~1,8-2,0 раза при обработке сплава ХН73МБТЮ-ВД. То-

гда как стойкость сверл с упрочненной задней поверхно-

стью остается на уровне стойкости контрольного инстру-

мента; 

- получено, что упрочненные по передней поверхности 

спиральные сверла (Р6М5)  3,8 мм имеют стойкость 

выше стойкости неупрочнённого инструмента в 1,5 раза 

при V = 4,2 м/мин; в 1,7 раза при V = 6,0 м/мин; в 2,0 раза 

при V = 8,5 м/мин при обработке стали 40Х. 

Предложенная методология моделирования и анализа 

эффективности упрочняющей обработки может быть рас-

пространена на технологии упрочнения, основанные на 

использовании концентрированных потоков энергии для 

повышения эксплуатационных характеристик большой 

номенклатуры РИ. 

ВЫВОДЫ 

Проведенные исследования процесса резания упроч-

ненным инструментом позволяют сформулировать сле-

дующие выводы: 

1. Предложена новая методология моделирования и 

анализа эффективности упрочняющей обработки концен-

трированными потоками энергии, в частности импульс-

ным ЛИ, основанная на комплексном исследовании влия-

ния на стойкость упрочненного РИ основных физико-

технологических параметров, характеризующих как про-

цесс упрочнения (плотность энергии, кратность обработ-

ки, наличие защитного газа и др.), так и процесс резания. 

2. В рамках разработанного подхода на основании 

стойкостных испытаний упрочненного РИ получена адек-

ватная математическая модель, описывающая функцио-

нальную связь стойкости упрочненного инструмента с 

режимами резания и упрочнения. 

3. Установлено, что на стойкость упрочненного ин-

струмента существенное влияние оказывают не только 

линейные эффекты, характеризующие процессы резания и 

упрочнения, но и нелинейные эффекты их взаимодей-

ствия, по величине соизмеримые с линейными и опреде-

ляющие неаддитивный вклад в изменение стойкости ин-

струмента режимов резания и упрочнения. Определен 

комплекс требований к технологии упрочнения и эксплуа-

тации инструмента. Установлены границы применимости 

модели стойкости упрочненного инструмента. 

4. Показано, что для достижения наибольшего поло-

жительного эффекта при упрочнении необходимо ЛО 

осуществлять с учетом конкретных режимов эксплуата-

ции инструмента. Разработаны рекомендации по рацио-

нальному применению упрочненного инструмента. 

5. Результаты производственных испытаний подтвер-

ждают основные положения и выводы предложенной ме-

тодологии моделирования и анализа эффективности 

упрочняющей обработки концентрированными потоками 

энергии. 
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Abstract. To improve the efficiency of the cutting process with 

laser hardened tool proposed to use an integrated approach that 

allows to construct a multi-factor model that adequately de-

scribes the functional interconnection of tool wear resistance with 

physical and technical parameters that characterize the regime of 

irradiation, and cutting mode. The expediency of this approach is 

proved, its approbation with laser hardening lathe tools was car-

ried out, the limits of applicability of the model of wear resistance 

of hardened tools were installed, the requirements for laser heat 

treatment and operation instrument were formulated. It is shown 

that the presence of the hardened layer on the working surface of 

the cutting tool significantly changes the conditions of contact 

interaction with turning. The feasibility of using hardened tool 

when cutting conditions exceeding the technological confirmed 

experimentally. Production tests of the hardened tool confirmed 

the validity of the developed recommendations and showed 

growth stable of the tool wear resistance up to 2.5 times. 

Keywords: modeling, technological system, hardening tech-

nology, laser processing, cutting tools. 
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Аннотация. В работе представлены точные аналитиче-

ские решения ряда сопряженных задач теплопроводности. 

Продемонстрирован способ представления решения в форме, 

удобной для практического применения. Изучена сходимость 

рядов, входящих в решения, при варьировании теплофизи-
ческих свойств в широких пределах. Решения использованы 

для определения условий нагрева, приводящих к заданному 

значению температуры поверхностей, в том числе темпера-

туры на контакте сопрягаемых материалов. Точные анали-
тические решения полезны при тестировании компьютер-

ных программ, для инженерных оценок; могут быть исполь-

зованы для оценки динамических термических напряжений, 
возникающих в процессах поверхностной термической обра-

ботки с использованием высокоэнергетических источников. 

Ключевые слова: cопряженные задачи, термическая 

обработка, точные аналитические решения. 

ВВЕДЕНИЕ 
При изучении физических особенностей и режимов 

комбинированной технологии обработки материалов, не-
обходимых, например, для упрочнения поверхностей, 
нанесения упрочняющих и теплозащитных покрытий, 
возникает проблема выбора области технологических па-
раметров, обеспечивающих требуемый результат. Одним 
из наиболее перспективных направлений в настоящее 
время является создание слоистых или композиционных 
поверхностных слоев и материалов. При этом многослой-
ные композиции имеют определенные недостатки, по-
скольку склонны к короблению, расслаиванию в процессе 
термического воздействия и эксплуатации. Соединение 
сталей и сплавов с помощью прокатки требуют нагрева 
материалов до высоких температур, что отрицательно ска-
зывается на их структуре и свойствах. Сварка разнород-
ных материалов также приводит к разупрочнению и 
огрублению структуры в зоне сварных швов и требует 
проведения дополнительных операций их отпуска или 
отжига. По этой причине в последние годы актуальны 
исследования возможностей создания защитных материа-
лов с гетерогенной структурой, полученной методами 
химико-термической обработки, поверхностной закалки и 
легирования, нанесение покрытий и наплавки. Главная 
цель при производстве таких материалов состоит в том, 
чтобы упрочнить поверхность изделия на определенную 
глубину, при условии, что свойства в объеме материала не 
должны измениться. Для достижения оптимальной тол-
щины и гомогенности свойств покрытий перспективны 
высокоэнергетические методы их нанесения, например, 
электронно-лучевые и лазерные технологии [1, 2], позво-

ляющие получать покрытия требуемой толщины (вплоть 
до нескольких миллиметров) при обработке основного 
материала, как в условиях вакуума, так и при атмосфер-
ном давлении. Одно из направлений создания таких гете-
рогенных структур связано с нанесением композицион-
ных покрытий, включающих керамическую составляю-
щую, например, из оксидов алюминия или титана, карби-
дов кремния, вольфрама и др. на титановые сплавы. При-
менению подобных технологий, описанию свойств полу-
ченных материалов и покрытий и физических явлений, 
лежащих в основе методов обработки, посвящены много-
численные публикации. В любом случае анализ сочетаний 
материалов, перспективных для реализации комбиниро-
ванных процессов термообработки и нанесения покрытий 
приводит к необходимости исследования сопряженных 
задач теплопроводности, имеющих особенности, связан-
ные с условиями на внутренних границах раздела.  

 Настоящая работа преследует две основные цели. Пер-
вая состоит в определении области изменения технологиче-
ских параметров (времени нагрева и плотности мощности 
ЭЛ и толщину медной подложки), обеспечивающих на по-
верхности титановой (или из сплава ВТ23) заготовки за-

данную температуру 𝑇𝑠  при условии, что температура заго-
товки на тыльной поверхности за время обработки (и осты-

вания) не превысит заданную величину 𝑇𝑒 =100 С. Эта, 
казалось бы, совершенно прикладная проблема сводится к 
решению (или представлению в удобной форме аналитиче-
ских решений) задач теплопроводности. Часть задач, пред-
ставленных ниже, весьма проста, и их решения содержатся 
практически в любом учебнике. Аналитические решения 
сопряженных задач теплопроводности (задач для состав-
ных областей) не всегда удается представить в приемлемой 
форме: либо не удается найти точного решения, либо точ-
ное решение содержит плохо сходящиеся ряды, что не-
удобно, так как для достижения поставленной цели расчеты 
по формулам приходится проводить неоднократно. А это 
всегда связано с потерей времени, точности счета и т.п. 
Численные решения таких задач для поставленной цели не 
подходят по разным причинам. Например, чтобы найти 
распределение температуры в заданный момент времени, 
численно нужно решать задачу с самого начала, т.е. с мо-

мента 𝑡 = 0. Поэтому другая цель, которую преследуют 
авторы статьи, – представить в единой удобной форме ана-
литические решения некоторых сопряженных задач тепло-
проводности, полезные как для отладки компьютерных 
программ, так и в простых инженерных оценках.  

*Работа выполнена при финансовой поддержке в рамках реализации государственного задания Минобрнауки России на 2014-2016 годы, № НИР 11.815.2014/К  
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 Заметим, что для предварительного анализа ситуаций 

нет необходимости учитывать зависимость свойств от 

температуры. Конечно, любые дополнительные факторы 

приводят к отклонению поведения температуры от того, 

которое следует из решения линейных задач. Но зачастую 

учет нелинейных зависимостей, построенных аппрокси-

мацией данных эксперимента, полученных с высокой по-

грешностью (которая тем выше, чем выше температура), 

может привести к большей ошибке, чем отказ от них. Для 

выбранных материалов (меди и титана) зависимостью 

теплофизических свойств от температуры можно прене-

бречь. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  

Пусть нагрев заготовки, состоящей из обрабатываемо-

го материала (пластина толщиной ℎ1) и подложки (пла-

стина толщиной ℎ2), осуществляется тепловым потоком 

интенсивности 𝑞0, равномерно распределенным по всей 

поверхности заготовки, так что можно ограничиться од-

номерной постановкой задачи, как показано на рис. 1. 

 

Рис. 1. 

В первом приближении потерями тепла за счет излу-

чения пренебрегаем. Теплофизические свойства (теплоем-

кость 𝑐, теплопроводность 𝜆 и плотность 𝜌) считаем по-

стоянными. Тогда математическая постановка задачи 

принимает вид: 

𝑐1𝜌1
𝜕𝑇1
𝜕𝑡

= 𝜆1
𝜕2𝑇1
𝜕𝑥2

,           0 < 𝑥 ≤ ℎ1;  𝑡 > 0          (1) 

с2𝜌2
𝜕𝑇2
𝜕𝑡

= 𝜆2
𝜕2𝑇2
𝜕𝑥2

,      ℎ1 < 𝑥 ≤ ℎ1 + ℎ2;  𝑡 > 0      (2) 

𝑥 = 0 ∶      −𝜆1
𝜕𝑇1
𝜕𝑥

= 𝑞0                        (5) 

у = ℎ1:     𝜆1
𝜕𝑇1
𝜕𝑦

= 𝜆2
𝜕𝑇2
𝜕𝑦

;       𝑇1 = 𝑇2         (6) 

𝑥 = ℎ1 + ℎ2 :     − 𝜆2
𝜕𝑇2
𝜕𝑥

= 0                    (7) 

𝑡 = 0:      𝑇1(𝑥, 0) = 𝑇0;     𝑇2(𝑥, 0) = 𝑇0 .                (8) 

Здесь уравнения (1), (2) описывают эволюцию поля 

температуры в обрабатываемой детали и подложке соот-

ветственно; в начальный момент времени (условие (8)) 

деталь и подложка находятся при одинаковой фиксиро-

ванной (комнатной) температуре 𝑇0. Интенсивность 

внешнего теплового воздействия 𝑞0, входящая в гранич-

ное условие (5), может быть, вообще говоря, произволь-

ной функцией времени; этот факт не осложняет поиск 

аналитического решения, однако, ориентируясь на наибо-

лее распространенные современные технологии, далее 

будем рассматривать лишь два варианта внешнего воздей-

ствия: источник постоянной интенсивности и кратковре-

менное импульсное воздействие. При этом граничное 

условие (7) на тыльной стороне подложки будет выпол-

няться с хорошей точностью. Условие идеального тепло-

вого контакта (6) также представляется достаточно обос-

нованным, поскольку на практике подложка вводится 

именно для “отбора тепла” от обрабатываемой детали, 

поэтому условие хорошего механического и теплового 

контакта – необходимое технологическое требование. 

Решение подобных задач приведено в книгах [3, 4], 

однако рассматриваемой задачи там нет. Методы реше-

ния, описанные в [4], приводят к плохо сходящимся ря-

дам. Метод, изложенный в [5], оказывается здесь более 

удобным, поскольку даже в самой сложной ситуации поз-

воляет представить решение в такой форме, что для полу-

чения удовлетворительного результата можно ограни-

читься конечным числом членов ряда, что использовано в 

[6] при рассмотрении более сложных нелинейных задач, 

где тепловая задача описывает лишь начальную стадию 

процесса. Метод решения основан на представлении ре-

шения в пространстве изображений по Лапласу (𝑡 →
𝑝; 𝑇𝑖 → 𝑢𝑖,   𝑖 = 1, 2) в виде рядов, хорошо сходящихся для 

малых значений времени (малых значений числа Фурье). 

Аналитическое решение задачи выражается в элементар-

ных функциях за исключением “интеграла ошибок”, т.е. 

функции  𝑒𝑟𝑓(𝑥) Это обстоятельство, затрудняющее еще в 

недавнем прошлом анализ решения, сейчас не представ-

ляет никаких проблем, поскольку 𝑒𝑟𝑓(𝑥) содержится 

практически любом современном математическом пакете. 

Опуская стандартные выкладки, приведем решение за-

дачи (1)-(8) в пространстве изображений по Лапласу 

𝑢1 =
𝑇0
𝑝
+ 𝐴1𝑒𝑥𝑝 (−√

𝑝

𝜅1
𝑥) + 𝐵1𝑒𝑥𝑝 (√

𝑝

𝜅1
𝑥),   (9) 

𝑢2 =
𝑇0
𝑝
+ 𝐴2𝑒𝑥𝑝 (−√

𝑝

𝜅2
𝑥) + 𝐵2𝑒𝑥𝑝 (√

𝑝

𝜅2
𝑥),   (10) 

где  

𝜅1 =
𝜆1
𝑐1𝜌1

, 𝜅2 =
𝜆2
𝑐2𝜌2

. 

Постоянные интегрирования 𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝑖 = 1,2 находятся с 

помощью граничных условий, соответствующих различ-

ным частным вариантам задачи и также записанным в 

пространстве изображений. 

Все иллюстрации представлены для следующих мате-

риалов: титанового сплава (материал 1) и меди (материал 

2) со свойствами. 

ПОВЕРХНОСТНЫЙ НАГРЕВ ПОЛУПРОСТРАНСТВА  

(ТЕРМИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА ПОВЕРХНОСТИ                         

ТОЛСТОЙ ПЛАСТИНЫ)  

Если теплопроводность обрабатываемого материала 

мала или размер детали в направлении оси 𝑂𝑥 много 

больше, чем расстояние, на которое прогревается матери-

ал за время наблюдения 𝑡𝑜𝑏: ℎ1 ≫ √𝜅1𝑡𝑜𝑏 , можно принять 

ℎ1 → ∞, ℎ2 = 0. В этом случае в математической поста-

новке задачи остаются уравнения (1), (5), (8), к которым 

следует добавить условие на бесконечности  

x → ∞:            
∂T1
∂x

= 0 .                     (10) 
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Решение этой задачи содержится практически в любом 

учебнике по теории теплопроводности [4, 5, 7]; оно имеет 

вид 

𝑇1(𝑥, 𝑡) = 𝑇0 +
𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1
[2√

𝑡

𝜋
𝑒𝑥𝑝 (−

𝑥2

4𝜅1𝑡
) −      (11) 

−
𝑥

√𝜅1
𝑒𝑟𝑓𝑐 (

𝑥

2√𝜅1𝑡
)], 

где 

𝑒𝑟𝑓𝑐(𝑧) ≡ 1 − 𝑒𝑟𝑓(𝑧) =
2

√𝜋
∫ 𝑒−𝑦

2
𝑑𝑦 .

∞

𝑧

 

Отсюда видно, что температура на поверхности меняется 

как √𝑡 для любого 𝑞0; на некотором расстоянии от по-

верхности вследствие влияния второго слагаемого в квад-

ратных скобках, закон роста температуры отличен от  √𝑡.  
 С помощью этого решения можно ответить на два 

важных с практической точки зрения вопроса: 1) как дол-

го нужно нагревать поверхность материала потоком вели-

чины 𝑞0 , чтобы ее температура достигла заданного значе-

ния 𝑇𝑠, и 2) в течение какого времени можно обрабатывать 

поверхность материала потоком величины 𝑞0, если требу-

ется, чтобы температура детали на некоторой глубине 𝑥 =
𝑥ℎ  не превысила заданного значения, скажем, 𝑇ℎ?  

Отвечая на первый вопрос, из (11) находим 

𝑡𝑝(𝑞0) =
𝑐1𝜌1𝜆1𝜋

2
(
𝑇𝑠 − 𝑇0
𝑞0

)
2

 

или 

𝑞0(𝑡𝑝) =
𝑇𝑠 − 𝑇0
2

√
𝑐1𝜌1𝜆1𝜋

𝑡𝑝
                    (12) 

На рис. 2, а показано несколько кривых, соответству-

ющих этой зависимости. Каждая точка (𝑞0,  𝑡𝑝), лежащая 

на некоторой кривой, обеспечивает определенное прира-

щение температуры на обрабатываемой поверхности. 

Например, поток величины  𝑞0 = 403 Вт/см2, действующий 

в течение времени  𝑡𝑝 = 0,8 с., так же как и поток с пара-

метрами 𝑞0 = 806 Вт/см2,  𝑡𝑝 = 0,2 с, обеспечивает темпе-

ратуру 𝑇𝑠 = 𝑇0 + 1000 °К (кривая – 3). Точки плоскости 

(𝑞0,  𝑡𝑝), лежащие выше данной кривой, соответствуют 

перегреву поверхности, ниже – не обеспечивают нужную 

температуру на обрабатываемой поверхности. 

Ответ на второй вопрос, эквивалентен определению 

глубины прогрева 𝑥ℎ, которую в технической литературе 

определяют обычно условием 
𝑇ℎ − 𝑇0
𝑇ℎ − 𝑇0

=
1

𝑒
= 𝜑(𝑥ℎ, 𝑡),                      (13) 

 где 𝑇ℎ  – температура в точке 𝑥ℎ 

𝜑(𝑥ℎ, 𝑡) = 2√
𝑡

𝜋
𝑒𝑥𝑝 (−

𝑥ℎ
2

4𝜅1𝑡
)−

𝑥ℎ

√𝜅1
𝑒𝑟𝑓𝑐 (

𝑥ℎ

2√𝜅1𝑡
). 

Т.е. 𝑥ℎ – это глубина, на которой приращение темпера-

туры отличается от приращения температуры обрабатыва-

емой поверхности в e = 2,71 раз.  

Задавая определенное значение 𝑥ℎ и решая численно 

уравнение 𝜑(𝑥ℎ, 𝑡) = 𝑒−1 относительно 𝑡, можно опреде-

лить время необходимое для прогрева материала на дан-

ную глубину. Повторяя эту процедуру несколько раз, 

можно построить зависимость глубины прогрева от вре-

мени. Две такие кривые, соответствующие титану и меди, 

показаны на рис. 2. б. Отсюда видно, что титан для про-

грева на ту же глубину, что и медь требует существенно 

большего времени. Например, чтобы прогреть титановый 

сплав на глубину  𝑥ℎ = 0,8 см, требуется примерно в 10 

раз больше времени, чем для меди. Связано это, очевидно, 

с большим отличием коэффициентов теплопроводности 

(для рассматриваемых материалов они отличаются в 38 

раз), которые определяют скорость распространения теп-

ловых возмущений (скорость распространения изотермы).  

 
а 

 
б 

Рис. 2. Иллюстрация к решению простейшей задачи: 
a – линии, определяющие технологические параметры,  
внешнего теплового воздействия, обеспечивающие задан-
ную температуру   на обрабатываемой поверхности пла-
стины (материал – титановый сплав); б  – зависимость 
глубины прогрева от времени  (кривая 1 – титановый 
сплав, кривая 2 – медь) 

Пусть плотность внешнего источника тепла меняется 

во времени произвольным образом, т.е. граничное условие 

(5) имеет вид 

𝑥 = 0 ∶      −𝜆1
𝜕𝑇1
𝜕𝑥

= 𝑞0𝑓(𝑡).                 (14) 

В пространстве изображений по Лапласу этому усло-

вию будет соответствовать равенство 

−𝜆1
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

= 𝑞0𝐹(𝑝), 

где  𝐹(𝑝) – изображение функции 𝑓(𝑡), а решение в дан-

ном случае примет вид 

𝑢1 =
𝑇0
𝑝
+
𝑞0

√𝑝

𝐹(𝑝)

√𝑐1𝜌1𝜆1
𝑒𝑥𝑝 (−

𝑥

√𝜅1
√𝑝).  
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Перейти к оригиналам не представляет труда.  

В частном случае функции  

𝑓(𝑡) = {
1, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑝
0,                  𝑡 > 𝑡𝑝

 

соответствующей прямоугольному импульсу длительно-

сти 𝑡𝑝, находим  

𝑇1(𝑥, 𝑡) = 𝑇0 +
𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1
× 

× {[2√
𝑡

𝜋
exp (−

𝑥2

4𝜅1𝑡
) −

𝑥

√𝜅1
𝑒𝑟𝑓c (

𝑥

2√𝜅1𝑡
)] − 

− [2√
𝑡 − 𝑡𝑝

𝜋
exp (−

𝑥2

4𝜅1(𝑡 − 𝑡𝑝)
) −              (15) 

−
𝑥

√𝜅1
𝑒𝑟𝑓c (

𝑥

2√𝜅1(𝑡 − 𝑡𝑝)
) ] − 𝜂(𝑡 − 𝑡𝑝)}, 

𝜂(𝑡 − 𝑡𝑝) = {
0, 𝑡 ≤ 𝑡𝑝
1, 𝑡 > 𝑡𝑝.

 

Качественное поведение температуры во времени, ко-

нечно, одинаково для материалов с разными теплофизиче-

скими параметрами; оно таково, как показано на рис. 3, 4 

для титана. Но численные значения температуры отлича-

ются во много раз. Например, для тех же значений плот-

ности потока, что и на рис. 3 пиковое значение темпера-

туры поверхности медной пластины 𝑇𝑠 − 𝑇0, соответству-

ющее моменту отключения импульсного источника, при-

мерно на порядок меньше; оно составляет 24, 48, 73, 97, 

121 °К, в то время как для титана, эти температуры равны 

220, 439, 659, 879, 1100 °К соответственно (рис. 3). 

 
Рис. 3. Зависимость температуры обрабатываемой  

поверхности титановой пластины от времени при нагреве 

кратковременным импульсом интенсивности 

𝑄0 = 25000 Вт/см2 и длительности 10 мкс 

 

На рис. 5 приведены аналогичные зависимости, но 

длительность импульса определяется из условия достиже-

ния на поверхности заданного значения температуры 

𝑇𝑠 = 𝑇0 + 1100 °К.  

Динамика изменения температуры в точках, находя-

щихся на разной глубине от нагреваемой поверхности, 

естественно, различна, что связано с явлением теплопро-

водности, обеспечивающим в этих точках как нагрев со 

стороны поверхности 𝑥 = 0, так и остывание вследствие 

отвода тепла вглубь полупространства. Так, для титановой 

пластины на расстоянии ℎ = 0,01  и ℎ = 0,02 см (рис. 5, 6, 

сплошные кривые) температура проходит через макси-

мум, а в точках ℎ = 0,03  и ℎ = 0,04 см (пунктирные кри-

вые на этих же рисунках) – медленно возрастает до неко-

торого предельного значения, определяемого условиями 

нагрева, а затем медленно убывает. 

Рис. 4. Зависимость температуры от времени в точках 

титановой пластины, находящихся на расстоянии                     

0,01 см (сплошные линии) и 0,03 см (штриховые линии) 

от нагреваемой поверхности. Параметры теплового потока 

те же, что на рис. 3 

 
Рис. 5. Зависимость температуры обрабатываемой 

поверхности титановой пластины от времени при нагреве 

кратковременным импульсом. Интенсивность и 

длительность импульса для каждой кривой определяются 

условием достижения заданной температуры на 

поверхности пластины (см. рис. 2) 

 
Рис. 6. Зависимость температуры от времени в точках 

титановой пластины, находящихся на расстоянии 0,02 см 

(сплошные линии) и 0,04 см (штриховые линии) от 

нагреваемой поверхности. Параметры теплового потока и 

номера линий соответствуют рис. 5 
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Более подробно характер изменения температуры во 

времени для точек, находящихся на разных расстояниях 

от обрабатываемой поверхности, проиллюстрирован на 

рис. 7. 

Рис. 7. Изменение температуры с течением времени в 

точках титановой пластины, находящихся на разном 

расстоянии от нагреваемой поверхности:  ℎ =1; 2; 3; 4.5; 

6; 8; 10; 12.5; 15; 17.5; 20 мкм для кривых 1-11 соответст-

венно. Условия нагрева соответствуют кривой 5 на рис. 3 

(1 – 𝑥 = 1  мкм, 2 – 𝑥 = 3 мкм, 3 – 𝑥 = 6 мкм, 4 – 𝑥 = 10 

мкм, 5 – 𝑥 = 15 мкм, 6 – 𝑥 = 20 мкм; 𝑞0 = 1,25 ∙ 10
5 

Вт/см2,  длительность импульса 𝑡𝑝 = 10 мкс) 

 

Качественный анализ приведенных кривых показыва-

ет, что на расстояниях в несколько микрометров (линии 1-

3) профиль изменения температуры имеет тот же вид, что 

и на поверхности пластины: быстрое возрастание темпе-

ратуры (пропорционально √𝑡 ) на стадии нагрева и столь 

же быстрое падение после отключения источника тепло-

вого воздействия. Отличие проявляется только в макси-

мальных значениях 𝑇, которые достаточно быстро убыва-

ют с ростом ℎ. В точках максимума наблюдается излом 

графиков температуры. Начиная с ℎ ≈ 4-5мкм, начальный 

участок роста температуры становится практически ли-

нейным, т.е. пропорциональным 𝑡 (линия 4). При большем 

удалении (линия 6) на этом участке появляется точка пе-

региба, т.е. наблюдается сначала ускоренный, затем за-

медленный рост температуры. Изменение температуры в 

окрестности максимума становится плавным. После точки 

максимума скорость убывания температуры для кривых 7-

11 на несколько порядков ниже, чем для кривых 1-3.  

Таким образом, история теплового нагружения в при-

поверхностных слоях обрабатываемого материала суще-

ственно изменяется по мере удаления от обрабатываемой 

поверхности, что, разумеется, приводит к неоднородному 

изменению теплофизических свойств по толщине пласти-

ны в результате закалки. 

ОБРАБОТКА ПЛАСТИНЫ КОНЕЧНОЙ ТОЛЩИНЫ  

Рассмотрим вариант, когда обрабатывается пластина 

конечной толщины ℎ1, а дополнительное охлаждение теп-

лопроводностью с тыльной стороны не используется, т.е. 

ℎ2 = 0.  

В этом случае, используя граничные условия, в про-

странстве изображений найдем постоянные интегрирова-

ния  

𝐴1 =
𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1

𝐹(𝑝)

√𝑝

1

1 − 𝑒𝑥𝑝 (−2√
𝑝
𝜅1
ℎ1)

 , 

𝐵1 =
𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1

𝐹(𝑝)

√𝑝

𝑒𝑥𝑝 (−2√
𝑝
𝜅1
ℎ1)

1 − 𝑒𝑥𝑝 (−2√
𝑝
𝜅1
ℎ1)

 . 

Следовательно, 

𝑢1 =
𝑇0
𝑝
+

𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1

𝐹(𝑝)

√𝑝
× 

×

𝑒𝑥𝑝 (−√
𝑝
𝜅1
𝑥) + 𝑒𝑥𝑝 (−(2ℎ1 − 𝑥)√

𝑝
𝜅1
)

1 − 𝑒𝑥𝑝 (−2ℎ1√
𝑝
𝜅1
)

= 

=
𝑇0
𝑝
+

𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1

𝐹(𝑝)

√𝑝
∑{𝑒𝑥𝑝 [− (

2ℎ1

√𝜅1
𝑗 +

𝑥

√𝜅1
)√𝑝] +

∞

𝑗=0

 

+𝑒𝑥𝑝 [− (
2ℎ1

√𝜅1
(𝑗 + 1) −

𝑥

√𝜅1
)√𝑝]}. 

Переходим к оригиналам для функции 

𝐹(𝑝) =
1

𝑝
, 

что соответствует источнику постоянной интенсивности 

𝑇1(𝑥, 𝑡) =𝑇0 +
𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1
∑  {2√

𝑡

𝜋
×

∞

𝑛=0

 

× 𝑒𝑥𝑝 [− (
2ℎ1

√𝜅1
𝑛 +

𝑥

√𝜅1
)
2 1

4𝑡
]− (

2ℎ1

√𝜅1
𝑛+

𝑥

√𝜅1
) × 

× 𝑒𝑟𝑓𝑐 [(
2ℎ1

√𝜅1
𝑛 +

𝑥

√𝜅1
)
1

2𝑡
] + 2√

𝑡

𝜋
× 

× 𝑒𝑥𝑝 [− (
2ℎ1

√𝜅1
(𝑛 + 1) −

𝑥

√𝜅1
)
2 1

4𝑡
] −             (16) 

−(
2ℎ1

√𝜅1
(𝑛 + 1) −

𝑥

√𝜅1
) × 

× 𝑒𝑟𝑓𝑐 [(
2ℎ1

√𝜅1
(𝑛 + 1) −

𝑥

√𝜅1
)
1

2√𝑡
]} 

или 

𝑇1(𝑥, 𝑡)=𝑇0 +
𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1
∑  {2√

𝑡
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4𝑡
] −

∞

𝑛=0

      (17) 
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где 

𝛼(𝑥) =
2ℎ1

√𝜅1
𝑛 +

𝑥

√𝜅1
;      𝛽(𝑥) =

2ℎ1

√𝜅1
(𝑛 + 1) −

𝑥

√𝜅1
.     (18) 

Для сокращения записи в (17) не указана зависимость 

величин 𝛼, 𝛽 от пространственной координаты 𝑥. Этим 

соглашением будем пользоваться и в дальнейшем при 

записи громоздких формул.  

 
Рис. 8. Зависимость от времени температуры поверхности 

титановой пластины толщиной 1 см (сплошные кривые)  

и поверхности полупространства (точки)  

при нагреве постоянным потоком  

(1 – 100, 2 – 200, 3 – 300, 4 – 400, 5 – 500 Вт/см2) 

 

Расчеты, проведенные для титана (рис. 8), показали, 

что температура поверхности нагреваемой пластины тол-

щиной 1 см (сплошные кривые) практически не отличает-

ся от температуры, полученной в задаче для полупро-

странства (точки). В то же самое время на тыльной сто-

роне пластины (адиабатически изолированной от окру-

жающей среды) температура растет быстрее, чем на рас-

стоянии в 1 см при нагреве полупространства (рис. 9, 

сплошные кривые и точки соответственно).  

Это, очевидно, связано с потерями тепла теплопровод-

ностью вглубь полупространства. Медная пластина ко-

нечной толщины требует для нагрева до той же темпера-

туры 𝑇𝑠  больших энергетических затрат. Но и на тыльной 

ее стороне температура существенно превышает заданное 

значение 𝑇 − 𝑇0 > 100, что связано с высокой теплопро-

водностью меди 

Рис. 9. Зависимость от времени температуры тыльной 

поверхности титановой пластины толщиной 1 см (сплош-

ные кривые) и температуры в точке 𝑥 = ℎ1 = 1 см полу-

пространства (точки) при нагреве постоянным потоком. 

Номера кривых и условия нагрева соответствуют рис. 6 

(1 – 100, 3 – 300, 5 – 500 Вт/см2) 

Это решение позволяет определить значения 𝑞0 и вре-

мени нагрева, при которых температура поверхности пла-

стины конечной толщины не превысит заданного значе-

ния. Если ℎ ≤ √𝑘𝑡  (т.е., толщина пластины меньше или 

сравнима с характерным размером теплового погранично-

го слоя, формирующимся за время наблюдения), то ко-

нечность толщины пластины оказывается принципиаль-

ной. Для выбора параметров источника требуется вводить 

еще один критерий, обеспечивающий неизменность 

свойств на тыльной стороне пластины. 

Для импульсного источника 

𝑓(𝑡) = {
1, 𝑡 ≤ 𝑡𝑝;

0,          𝑡 > 𝑡𝑝.
 

аналогично предыдущему, решение в пространстве изоб-

ражений представим в виде 

𝑢1 =
𝑇0
𝑝
+

𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1

1

𝑝√𝑝
[1−𝑒𝑥𝑝(−𝑡𝑝𝑝)] × 

×

[
 
 
 𝑒𝑥𝑝 (−√

𝑝
𝜅1
𝑥) + 𝑒𝑥𝑝 (−(2ℎ1 − 𝑥)√

𝑝
𝜅1
)

1 − 𝑒𝑥𝑝 (−2ℎ1√
𝑝
𝜅1
)

]
 
 
 

= 

=
𝑇0
𝑝
+

𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1

1

𝑝√𝑝
[1−𝑒𝑥𝑝(−𝑡𝑝𝑝)] × 

×∑{𝑒𝑥𝑝 [− (
2ℎ1

√𝜅1
𝑗 +

𝑥

√𝜅1
)√𝑝] +

∞

𝑗=0

 

+𝑒𝑥𝑝 [− (
2ℎ1

√𝜅1
(𝑗 + 1) −

𝑥

√𝜅1
)√𝑝]}. 

Переходя к оригиналам и используя те же, что и выше, 

обозначения (18), найдем 

𝑇1(𝑥, 𝑡)=𝑇0 +
𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1
∑  {2√

𝑡

𝜋
𝑒𝑥𝑝 [−

𝛼2

4𝑡
] −

∞

𝑛=0

 

−𝛼 𝑒𝑟𝑓𝑐 [
𝛼

2√𝑡
] + 2√

𝑡

𝜋
𝑒𝑥𝑝 [−

𝛽2

4𝑡
] − 

−𝛽 𝑒𝑟𝑓𝑐 [
𝛽

2√𝑡
] } −

𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1
∑  {2√

𝑡 − 𝑡𝑝

𝜋
×       (19)

∞

𝑛=0

 

× 𝑒𝑥𝑝 [−
𝛼2

4(𝑡 − 𝑡𝑝)
] [

𝛼

2√𝑡 − 𝑡𝑝
] + 

+2√
𝑡 − 𝑡𝑝

𝜋
𝑒𝑥𝑝 [−

𝛽2

4(𝑡 − 𝑡𝑝)
] − 

− [
𝛽

2√𝑡 − 𝑡𝑝
]} 𝜂(𝑡 − 𝑡𝑝). 

Решение (19) включает стадию нагрева и стадию осты-

вания. В течение последней стадии вследствие выравни-

вания температуры на тыльной стороне пластины темпе-

ратура может существенно превысить допустимое значе-

ние, что иллюстрируют пространственные распределения 

температуры для титановой пластины (рис. 10).  

В этом случае на диаграммах (𝑞0, 𝑡𝑝)  необходимо 

изображать три кривые (для пластин заданной толщины). 

Первая дает параметры, требующиеся для нагрева по-
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верхности до заданной температуры; вторая дает парамет-

ры, приводящие к недопустимому значению температуры 

на тыльной стороне пластины. Третья – дает значение 

температуры для “бесконечного” времени, соответствую-

щего выравниванию температуры в пластине. 

Рис. 10. Перераспределение температуры в пластине 

конечной толщины после прекращения действия потока 

(𝑞0 = 1000 Дж/(см2·с), 𝑡𝑝 = 0,157 c, 1 – t = 0,2 с, 2 – t = 0,5 с, 

3 – t = 0,8 с, 4 – t = 1,2 с, 5 – t = 2,0 с, 6 – t = 20 с) 

 

Предельная или конечная температура адиабатически 

изолированной пластины, поглотившей количество тепла 

𝑞0𝑡𝑝  (на единицу поверхности), следует из соотношения  

ℎ1𝑐1𝜌1(𝑇𝑓 − 𝑇0) = 𝑞0𝑡𝑝,                         (20) 

выражающего баланс тепловой энергии. Температура 𝑇𝑓, 

вычисленная согласно (20), показана на рис. 10 светлыми 

точками.  

СОПРЯЖЕННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПОЛУПРОСТРАНСТВА 

Для того чтобы температура тыльной поверхности об-

рабатываемой пластины не превысила заданного по тех-

нологическим соображениям значения, в эксперименталь-

ных исследованиях и в технологических условиях исполь-

зуют дополнительный отвод тепла теплопроводностью с 

помощью подложки из материала с высокой теплопро-

водностью. В расчетах в качестве материала дополни-

тельной подложки будем использовать медь.  

 Имеет смысл сначала рассмотреть упрощенную поста-

новку задачи, когда толщина обрабатываемой детали су-

щественно меньше толщины подложки. Полагая ℎ1 ≠ 0,
ℎ2 → ∞ , придем к сопряженной задаче для полупростран-

ства с идеальным тепловым контактом между слоями.  

 На обрабатываемой поверхности выполняется условие 

(14), на границе раздела материалов – условия (6), при 

𝑥 → ∞  – с условие (10). В этом случае 𝐵2 = 0 , а для 

определения оставшихся постоянных интегрирования 

имеем три уравнения: 

−√
𝑝

𝜅1
𝐴1 + 𝐵1√

𝑝

𝜅1
=
𝑞0
𝜆1
𝐹(𝑝), 

𝐴1𝑒𝑥𝑝 (−√
𝑝

𝜅1
ℎ1)+𝐵1𝑒𝑥𝑝 (√

𝑝

𝜅1
ℎ1) = 

= 𝐴2𝑒𝑥𝑝 (−√
𝑝

𝜅2
ℎ1),                                 (21) 

𝜆1 [−√
𝑝

𝜅1
𝐴1𝑒𝑥𝑝 (−√

𝑝

𝜅1
ℎ1) + 

+𝐵1√
𝑝

𝜅1
𝑒𝑥𝑝 (√

𝑝

𝜅1
ℎ1)] = 

= −𝜆2 √
𝑝

𝜅2
𝐴2𝑒𝑥𝑝 (−√

𝑝

𝜅2
ℎ1), 

где 𝐹(𝑝) – изображение функции . 

 Решение этой системы уравнений имеет вид 

𝐴1 =
𝐹(𝑝)

√𝑝

𝑒𝑥𝑝 (√
𝑝
𝜅1
ℎ1)

𝑒𝑥𝑝 (√
𝑝
𝜅1
ℎ1) + 𝜀𝑒𝑥𝑝 (−√

𝑝
𝜅1
ℎ1)

, 

𝐵1 = −𝜀
𝐹(𝑝)

√𝑝

𝑒𝑥𝑝 (−√
𝑝
𝜅1
ℎ1)

𝑒𝑥𝑝 (√
𝑝
𝜅1
ℎ1) + 𝜀 𝑒𝑥𝑝 (−√

𝑝
𝜅1
ℎ1)

, 

𝐴2 =
2𝐾𝜀
1 + 𝐾𝜀

𝐹(𝑝)

√𝑝

𝑒𝑥𝑝 (√
𝑝
𝜅2
ℎ1)

𝑒𝑥𝑝 (√
𝑝
𝜅1
ℎ1) + 𝜀𝑒𝑥𝑝 (−√

𝑝
𝜅1
ℎ1)

. 

Здесь введены обозначения 

𝐾𝜀 = √
𝑐1𝜌1𝜆1
𝑐2𝜌2𝜆2

,     𝜀 =
1 − 𝐾𝜀
1 + 𝐾𝜀

,    |𝜀| < 1. 

и принято во внимание, что  

1 − 𝜀 =
2𝐾𝜀
1 + 𝐾𝜀

. 

Подставляя найденные значения констант в (8), (9), 

получим решение в изображениях 

𝑢1 =
𝑇0
𝑝
+

𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1

𝐹(𝑝)

√𝑝
× 

×

𝑒𝑥𝑝 (−√
𝑝
𝜅1
(𝑥 − ℎ1)) − 𝜀𝑒𝑥𝑝 (√

𝑝
𝜅1
(𝑥 − ℎ1))

𝑒𝑥𝑝 (√
𝑝
𝜅1
ℎ1) + 𝜀𝑒𝑥𝑝 (−√

𝑝
𝜅1
ℎ1)

, 

 

𝑢2 =
𝑇0
𝑝
+

2𝐾𝜀
1 + 𝐾𝜀

𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1

𝐹(𝑝)

√𝑝
× 

×

𝑒𝑥𝑝 (−√
𝑝
𝜅2
(𝑥 − ℎ1))

𝑒𝑥𝑝 (√
𝑝
𝜅1
ℎ1) + 𝜀 𝑒𝑥𝑝 (−√

𝑝
𝜅1
ℎ1)

. 

Очевидно, что на границе раздела 𝑥 = ℎ1  температуры 

равны: 

𝑢1 = 𝑢2 =
𝑇0
𝑝
+

2

1 + 𝐾𝜀

𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1

𝐹(𝑝)

√𝑝
× 

×
1

𝑒𝑥𝑝 (√
𝑝
𝜅1
ℎ1) + 𝜀𝑒𝑥𝑝 (−√

𝑝
𝜅1
ℎ1)

.           (22) 
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Чтобы перейти к оригиналам, сделаем небольшие пре-

образования: 
1

𝑒𝑥𝑝 (√
𝑝
𝜅1
ℎ1) + 𝜀𝑒𝑥𝑝 (−√

𝑝
𝜅1
ℎ1)

= 

=

𝑒𝑥𝑝 (−√
𝑝
𝜅1
ℎ1)

1 + 𝜀 𝑒𝑥𝑝 (−2√
𝑝
𝜅1
ℎ1)

= 

= 𝑒𝑥𝑝 (−√
𝑝

𝜅1
ℎ1)∑(−1)𝑘𝜀𝑘

∞

𝑘=0

𝑒𝑥𝑝 (−2𝑘√
𝑝

𝜅1
ℎ1) = 

=∑(−1)𝑘𝜀𝑘
∞

𝑘=0

𝑒𝑥𝑝 (−(2𝑘 + 1)√
𝑝

𝜅1
ℎ1). 

Следовательно, 

𝑢1 =
𝑇0
𝑝
+

𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1

𝐹(𝑝)

√𝑝
× 

× [𝑒𝑥𝑝 (−√
𝑝

𝜅1
(𝑥 − ℎ1)) − 𝜀𝑒𝑥𝑝 (−√

𝑝

𝜅1
(𝑥 − ℎ1))] × 

×∑(−1)𝑘𝜀𝑘
∞

𝑘=0

𝑒𝑥𝑝 (−(2𝑘 + 1)√
𝑝

𝜅1
ℎ1) = 

=
𝑇0
𝑝
+

𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1

𝐹(𝑝)

√𝑝
× 

×∑(−1)𝑘
∞

𝑘=0

{𝜀𝑘𝑒𝑥𝑝 (−(2𝑘ℎ1 + 𝑥)√
𝑝

𝜅1
) − 

−𝜀𝑘+1 𝑒𝑥𝑝 (−(2(𝑘 + 1)ℎ1 − 𝑥)√
𝑝

𝜅1
)}, 

 

𝑢2 =
𝑇0
𝑝
+

2𝐾𝜀
1 + 𝐾𝜀

𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1

𝐹(𝑝)

√𝑝
× 

× 𝑒𝑥𝑝 (−√
𝑝

𝜅2
(𝑥 − ℎ1)) × 

×∑(−1)𝑘𝜀𝑘
∞

𝑘=0

𝑒𝑥𝑝 (−(2𝑘 + 1)√
𝑝

𝜅1
ℎ1) = 

=
𝑇0
𝑝
+

2𝐾𝜀
1 + 𝐾𝜀

𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1

𝐹(𝑝)

√𝑝
× 

×∑(−1)𝑘𝜀𝑘
∞

𝑘=0

𝑒𝑥𝑝 (−(2𝑘 + 1)√
𝑝

𝜅1
ℎ1 − √

𝑝

𝜅2
(𝑥 − ℎ1)) . 

Ясно, что условие (22) при этом не нарушается. 
 Переходя к оригиналам, запишем решение для двух 

вариантов: постоянно действующего и импульсного ис-

точника. В первом случае 

𝐹(𝑝) =
1

𝑝
. 

Учтем, что все слагаемые в решении – это функции 

вида 

𝐴

𝑝√𝑝
𝑒𝑥𝑝(−𝛼√𝑝), 

где 𝐴  – некоторое выражение, не зависящее от 𝑝 . Следо-

вательно, оригиналы для них будут иметь вид [7]: 

𝐴 [2√
𝑡

𝜋
𝑒𝑥𝑝 (−

𝛼2

4𝑡
) − 𝛼 𝑒𝑟𝑓𝑐 (

𝛼

2√𝑡
)]. 

В итоге получим решение: 

𝑇1(𝑥, 𝑡)=𝑇0 +
𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1
× 

×∑(−1)𝑘 {𝜀𝑘 [2√
𝑡

𝜋

∞

𝑘=0

𝑒𝑥𝑝 (−
(2𝑘ℎ1 + 𝑥)

2

4𝜅1𝑡
) − 

−
(2𝑘ℎ1 + 𝑥)

√𝜅1
𝑒𝑟𝑓𝑐

(2𝑘ℎ1 + 𝑥)

2√𝜅1𝑡
] − 

−𝜀𝑘+1 [2√
𝑡

𝜋
𝑒𝑥𝑝 (

(2(𝑘 + 1)ℎ1 − 𝑥)
2

4𝜅1𝑡
) − 

−
(2(𝑘 + 1)ℎ1 − 𝑥)

√𝜅1
 𝑒𝑟𝑓𝑐

(2(𝑘 + 1)ℎ1 − 𝑥)

2√𝜅1𝑡
]}, 

 

𝑇2(𝑥, 𝑡)=𝑇0 +
2𝐾𝜀
1 + 𝐾𝜀

𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1
× 

×∑(−1)𝑘 𝜀𝑘 {2√
𝑡

𝜋

∞

𝑘=0

𝑒𝑥𝑝 [−(
(2𝑘 + 1)ℎ1

√𝜅1
+
𝑥 − ℎ1

√𝜅2
)

2
1

4𝑡
] − 

−(
(2𝑘 + 1)ℎ1

√𝜅1
+
𝑥 − ℎ1

√𝜅2
) × 

× 𝑒𝑟𝑓𝑐 [(
(2𝑘 + 1)ℎ1

√𝜅1
+
𝑥 − ℎ1

√𝜅2
)
1

2√𝑡
] }. 

С использованием обозначений 

𝛼1(𝑥) =
2𝑘ℎ1 + 𝑥

√𝜅1
;    𝛼2(𝑥) =

2(𝑘 + 1)ℎ1 + 𝑥

√𝜅1
 ;      

𝛽(𝑥) =
(2𝑘 + 1)ℎ1

√𝜅1
+
𝑥 − ℎ1

√𝜅2
, 

запишем окончательное решение в виде 

𝑇1(𝑥, 𝑡)=𝑇0 +
𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1
× 

×∑(−1)𝑘 {𝜀𝑘 [2√
𝑡

𝜋

∞

𝑘=0

𝑒𝑥𝑝 (−
𝛼1

2

4𝑡
) − 

− 𝛼1 ∙ 𝑒𝑟𝑓𝑐 (
𝛼1

2√𝑡
)] − 𝜀𝑘+1 ×                (23) 

× [2√
𝑡

𝜋
𝑒𝑥𝑝 (−

𝛼2
2

4𝑡
) − 𝛼2 ∙ 𝑒𝑟𝑓𝑐 (

𝛼2

2√𝑡
)]}, 

 

𝑇2(𝑥, 𝑡)=𝑇0 +
2𝐾𝜀
1 + 𝐾𝜀

𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1
× 
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×∑(−1)𝑘 𝜀𝑘 {2√
𝑡

𝜋

∞

𝑘=0

𝑒𝑥𝑝 [−𝛽2
1

4𝑡
] −           (24) 

−𝛽 ∙ 𝑒𝑟𝑓𝑐 [𝛽
1

2√𝑡
] }. 

Если примем, что 

𝐹(𝑝) =
1 − 𝑒𝑥𝑝(−𝑡𝑝𝑝)

𝑝
, 

соответствует одиночному импульсу, то с помощью обо-

значений 

𝛷1(𝑥, 𝑡) = 2√
𝑡

𝜋
𝑒𝑥𝑝 (−

𝛼1
2

4𝑡
) − 𝛼1 ∙ 𝑒𝑟𝑓𝑐 (

𝛼1

2√𝑡
), 

𝛷2(𝑥, 𝑡) = 2√
𝑡

𝜋
𝑒𝑥𝑝 (−

𝛼2
2

4𝑡
) − 𝛼2 ∙ 𝑒𝑟𝑓𝑐 (

𝛼2

2√𝑡
),   (25) 

𝛷(𝑥, 𝑡) = 2√
𝑡

𝜋
𝑒𝑥𝑝 [−𝛽2

1

4𝑡
] − 𝛽 ∙ 𝑒𝑟𝑓𝑐 [𝛽

1

2√𝑡
]. 

представим решение сопряженной задачи в виде  

𝑇1(𝑥, 𝑡)=𝑇0 +
𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1
∑(−1)𝑘{𝜀𝑘𝛷1(𝑥, 𝑡) −

∞

𝑘=0

 

−𝜀𝑘+1𝛷2(𝑥, 𝑡) − [𝜀
𝑘𝛷1(𝑥, 𝑡 − 𝑡𝑝) − 

−𝜀𝑘+1𝛷2(𝑥, 𝑡 − 𝑡𝑝)]𝜂(𝑡 − 𝑡𝑝)}                   (26) 

𝑇2(𝑥, 𝑡) =𝑇0 +
2𝐾𝜀
1 + 𝐾𝜀

𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1
× 

×∑(−1)𝑘𝜀𝑘[𝛷(𝑥, 𝑡) − 𝛷(𝑥, 𝑡 − 𝑡𝑝)𝜂(𝑡 − 𝑡𝑝)]

∞

𝑘=0

. 

Это решение будет обсуждаться в следующем пункте. 

 СОПРЯЖЕННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПЛАСТИНЫ                          

КОНЕЧНОЙ ТОЛЩИНЫ  

 Полагая, что толщина подложки и обрабатываемой де-

тали сопоставимы по величине, рассмотрим сопряженную 

задачу (1)-(8) в полной постановке. Решение данной зада-

чи в пространстве изображений имеет вид (9), (10); оно 

содержит 4 константы интегрирования 𝐴1 , 𝐵1, 𝐴2 , 𝐵2. 

Учитывая равенства  

𝑑𝑢1
𝑑𝑥

= 𝑘1[−𝐴1 exp(−𝑘1𝑥) + 𝐵1 exp(𝑘1𝑥)], 

𝑑𝑢2
𝑑𝑥

= 𝑘2[−𝐴2 exp(−𝑘2𝑥) + 𝐵2 exp(𝑘2𝑥)], 

следующие из (9), (10), и записывая граничные условия 

(5)-(7) в пространстве изображений, получим систему 

уравнений для определения этих констант:  

−𝜆1𝑘1[𝐵1 − 𝐴1] =
𝑞0
𝑝
, 

𝐴1 exp(−𝑘1ℎ1) + 𝐵1 exp(𝑘1ℎ1) = 

= 𝐴2 exp(−𝑘2ℎ1) + 𝐵2 exp(𝑘2ℎ1),             (27) 

𝜆1𝑘1[𝐵1 exp(𝑘1ℎ1) − 𝐴1 exp(−𝑘1ℎ1)] = 

= 𝜆2𝑘2[𝐵2 exp(𝑘2ℎ1) − 𝐴2 exp(−𝑘2ℎ1)], 

𝜆2𝑘2[𝐵2 exp(𝑘2(ℎ1 + ℎ2)) − 

−𝐴2 exp(−𝑘2(ℎ1 + ℎ2)) = 0. 
Для краткости, здесь введены обозначения 

𝑘1 = √
𝑝

𝜅1
,   𝑘2 = √

𝑝

𝜅2
                           (28) 

Сначала определим выражения для констант из (27), 

действуя формально, а затем преобразуем эти выражения 

к виду удобному для перехода к оригиналам.  

 Исключим из (27) величины  𝐵1, 𝐵2 . С этой целью вы-

разим их из первого и четвертого уравнений 

𝐵1 = 𝐴1 −
𝑞0

𝑝√𝑝√𝑐1𝜌1𝜆1
, 

𝐵2 = 𝐴2 exp(−2𝑘2(ℎ1 + ℎ2)).                (29) 
и подставим во второе и третье уравнения. В результате 

получим 

𝐴1 exp(−𝑘1ℎ1) + [𝐴1 −
𝑞0

𝑝√𝑝√𝑐1𝜌1𝜆1
] exp(𝑘1ℎ1) = 

= 𝐴2 exp(−𝑘2ℎ1) + 𝐴2 exp(−2𝑘2(ℎ1 + ℎ2)) exp(𝑘1ℎ1) ; 

𝜆1𝑘1 {[𝐴1 −
𝑞0

𝑝√𝑝√𝑐1𝜌1𝜆1
] exp(𝑘1ℎ1) − 

− 𝐴1 exp(−𝑘1ℎ1)} = 𝜆2𝑘2[𝐴2 exp(−2𝑘2(ℎ1 + ℎ2)) × 

× exp(𝑘2ℎ1) − 𝐴2exp(−𝑘2ℎ1)] 
или 

𝐴1{exp(−𝑘1ℎ1) + exp(𝑘1ℎ1)} = 

=
𝑞0

𝑝√𝑝√𝑐1𝜌1𝜆1
exp(𝑘1ℎ1) + 𝐴2 exp(𝑘1ℎ1) × 

× [exp(−2𝑘2(ℎ1 + ℎ2)) + exp(−2𝑘2ℎ1)],        (30) 

𝜆1𝑘1
𝜆2𝑘2

𝐴1[exp(𝑘1ℎ1) − exp(−𝑘1ℎ1)] = 

=
𝑞0

𝑝√𝑝√𝑐1𝜌1𝜆1

𝜆1𝑘1
𝜆2𝑘2

exp(𝑘1ℎ1) + 𝐴2 exp(𝑘1ℎ1) × 

× [exp(−2𝑘2(ℎ1 + ℎ2) − exp(−2𝑘2ℎ1)].         (31) 

Выразив 𝐴1 из (30) и подставив его в (31), получим 

уравнение для вычисления 𝐴2. 

𝐾𝜀 {
𝑞0

𝑝√𝑝√𝑐1𝜌1𝜆1
exp(𝑘1ℎ1) + 𝐴2 exp(𝑘2ℎ1) × 

× [exp(−2𝑘2(ℎ1 + ℎ2)) + exp(−2𝑘2ℎ1)]} × 

× [exp(𝑘1ℎ1) − exp(−𝑘1ℎ1)] = 

= {
𝑞0

𝑝√𝑝√𝑐1𝜌1𝜆1
𝐾𝜀 exp(𝑘1ℎ1) + 𝐴2 exp(𝑘2ℎ1) × 

× [exp(−2𝑘2(ℎ1 + ℎ2)) − exp(−2𝑘2ℎ1)]} × 

× [exp(𝑘1ℎ1) − exp(−𝑘1ℎ1)] 
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или 
𝑞0

𝑝√𝑝√𝑐1𝜌1𝜆1
𝐾𝜀 exp(𝑘1ℎ1) [exp(𝑘1ℎ1) − 

−exp(−𝑘1ℎ1) − exp(𝑘1ℎ1) − exp(−𝑘1ℎ1)] = 

= −𝐴2 exp(𝑘2ℎ1)𝐾𝜀 [exp(−2𝑘2(ℎ1 + ℎ2)) + 

+exp(−2𝑘2ℎ1)] ∙ [exp(𝑘1ℎ1) − exp(−𝑘1ℎ1)] + 

+𝐴2 exp(𝑘2ℎ1) [exp(−2𝑘2(ℎ1 + ℎ2)) − 

−exp(−2𝑘2ℎ1)] ∙ [exp(𝑘1ℎ1) − exp(−𝑘1ℎ1)] 

или 
2𝑞0𝐾𝜀 exp(𝑘2ℎ1)

𝑝√𝑝√𝑐1𝜌1𝜆1
= 𝐴2[(1 − 𝐾𝜀) × 

× exp(−2𝑘2ℎ1 − 𝑘1ℎ1) − 

−(1 + 𝐾𝜀) exp(−2𝑘2(ℎ1 + ℎ2) − 𝑘1ℎ1) + 

+(1 + 𝐾𝜀) exp(−2𝑘2ℎ1 + 𝑘1ℎ1) − 

−(1 − 𝐾𝜀) exp(−2𝑘2(ℎ1 + ℎ2) + 𝑘1ℎ1)]. 

Преобразуем выражение, стоящее в квадратной скобке, к 
более удобному виду: 

(1 − 𝐾𝜀) exp(−2𝑘2ℎ1 − 𝑘1ℎ1) − 

−(1 + 𝐾𝜀) exp(−2𝑘2(ℎ1 + ℎ2) − 𝑘1ℎ1) + 

+(1 + 𝐾𝜀) exp(−2𝑘2ℎ1 + 𝑘1ℎ1) − 

−(1 − 𝐾𝜀) exp(−2𝑘2(ℎ1 + ℎ2) + 𝑘1ℎ1)] = 

= (1 + 𝐾𝜀) exp(−2𝑘2ℎ1 + 𝑘1ℎ1) × 

× [1 − exp(−2𝑘2ℎ2 − 2𝑘1ℎ1)] + 

+(1 − 𝐾𝜀) exp(−2𝑘2ℎ1 − 𝑘1ℎ1) × 

× [1 − exp(−2𝑘2ℎ2 + 2𝑘1ℎ1)] = 

= (1 + 𝐾𝜀) exp(−2𝑘2ℎ1 + 𝑘1ℎ1) × 

× {1 − exp(−2𝑘2ℎ2 − 2𝑘1ℎ1) + 

+ 𝜀 exp(−2𝑘1ℎ1) [1 − exp(−2𝑘2ℎ2 + 2𝑘1ℎ1)]}. 

С учетом данного преобразования, находим: 

𝐴2 =
2𝑞0

𝑝√𝑝

1

√𝑐1𝜌1𝜆1

𝐾𝜀
1 + 𝐾𝜀

exp(−(𝑘1 − 𝑘2)ℎ1)

𝑍
 ,     (32) 

где 

𝑍 = 1 − exp(−2𝑘1ℎ1 − 2𝑘2ℎ2) + 

+𝜀[ exp(−2𝑘1ℎ1) − exp(−2𝑘2ℎ2)]. 

Подставляя найденное выражение (32) в (30), получим 

𝐴1 =
𝑞0

𝑝√𝑝

1

√𝑐1𝜌1𝜆1

1 − 𝜀 exp(−2𝑘2ℎ2)

𝑍
. 

Далее с помощью формул (29) найдем оставшиеся 
константы интегрирования: 

𝐵1 ==
𝑞0

𝑝√𝑝

1

√𝑐1𝜌1𝜆1

exp(−2𝑘2ℎ2) − 𝜀

𝑍
exp(−2𝑘1ℎ1), 

𝐵2 =
2𝑞0

𝑝√𝑝

1

√𝑐1𝜌1𝜆1

𝐾𝜀
1 + 𝐾𝜀

exp(−2𝑘2ℎ2 − (𝑘1 + 𝑘2)ℎ1)

𝑍
. 

Есть различные варианты представления окончатель-

ного решения. Для наших целей целесообразно предста-

вить решение в виде рядов, быстро сходящихся при 

 𝑝 ≫ 1, что соответствует малым временам 𝑡.  
 Знаменатель всех коэффициентов 𝐴1 , 𝐵1, 𝐴2 , 𝐵2  мож-

но представить в виде 

𝑍 = 1 − 𝛾, где |𝛾| < 1. 
Действительно, 

𝑍 = 1 − exp(−2𝑘1ℎ1 − 2𝑘2ℎ2) + 

+𝜀[ exp(−2𝑘1ℎ1) − exp(−2𝑘2ℎ2)] = 

= (1 − exp(−2𝑘1ℎ1 − 2𝑘2ℎ2)) × 

× {1 + 𝜀 exp(−2𝑘1ℎ1)
1 − exp(−2𝑘2ℎ2 + 2𝑘1ℎ1)

1 − exp(−2𝑘1ℎ1 − 2𝑘2ℎ2)
} = 

= 1 − 𝛾, 

𝛾 = exp(−2𝑘1ℎ1 − 2𝑘2ℎ2) − 

−𝜀[ exp(−2𝑘1ℎ1) − exp(−2𝑘2ℎ2)]. 

Поэтому для обратной величины можно записать 

𝑍−1 =

{
 
 

 
 ∑𝛾𝑗

∞

𝑗=0

,                    𝛾 > 0,

∑(−1)𝑗𝛾𝑗
 ∞

𝑗=0

, 𝛾 < 0.

 

Так как 

(𝑎 + 𝑏)𝑗 = ∑𝐶𝑗
𝑘𝑎𝑗−𝑘𝑏𝑘,   𝐶𝑗

𝑘 =
𝑗!

𝑘! (𝑗 − 𝑘)!
 ,

𝑛

𝑘=0

 

то 

𝛾𝑗 = {exp(−2𝑘1ℎ1 − 2𝑘2ℎ2) − 

−𝜀[ exp(−2𝑘1ℎ1) − exp(−2𝑘2ℎ2)]}
𝑗 = 

=∑𝐶𝑗
𝑘exp[−(j − k)(2𝑘1ℎ1 + 2𝑘2ℎ2)]

𝑗

𝑘=0

× 

× (−1)𝑘𝜀𝑘[ exp(−2𝑘1ℎ1) − exp(−2𝑘2ℎ2)]
k = 

=∑𝐶𝑗
𝑘𝜀𝑘(−1)𝑘exp[−(j − k)(2𝑘1ℎ1 + 2𝑘2ℎ2)]

𝑗

𝑘=0

× 

×∑𝐶𝑘
𝑛exp(−2(k − n)𝑘1ℎ1)

𝑘

𝑛=0

(−1)𝑛  exp(−2𝑛𝑘2ℎ2). 

Следовательно, 

𝑍−1 =∑∑∑(−1)𝑘+𝑛𝐶𝑘
𝑛𝐶𝑗

𝑘𝜀𝑘 ×

𝑘

𝑛=0

𝑗

𝑘=0

∞

𝑗=0

 

× exp(−2(j − n)𝑘1ℎ1 − 2(𝑗 − 𝑘 + 𝑛)𝑘2ℎ2). 

Учитывая (28), находим: 

𝑍−1 =∑∑∑(−1)𝑘+𝑛𝐶𝑘
𝑛𝐶𝑗

𝑘𝜀𝑘 ×

𝑘

𝑛=0

𝑗

𝑘=0

∞

𝑗=0

 

× exp (−( 2(j − n)
ℎ1

√𝜅1
+ 2 (𝑗 − 𝑘 + 𝑛)

ℎ2

√𝜅2
)√p) 

и 

𝐴1 =
𝑞0

𝑝√𝑝

1

√𝑐1𝜌1𝜆1
𝑍−1 [1 − 𝜀 exp (−2

ℎ2

√𝜅2
√p)], 
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𝐵1 =
𝑞0

𝑝√𝑝

1

√𝑐1𝜌1𝜆1
𝑍−1 [exp (−2

ℎ2

√𝜅2
√p) − 𝜀] ×  

× exp (−2
ℎ1

√𝜅1
√p) , 

𝐴2 =
2𝑞0

𝑝√𝑝

1

√𝑐1𝜌1𝜆1

𝐾𝜀
1 + 𝐾𝜀

𝑍−1 ×  

× exp (−(
1

√𝜅1
−

1

√𝜅2
) ℎ1√p), 

𝐵2 =
2𝑞0

𝑝√𝑝

1

√𝑐1𝜌1𝜆1

𝐾𝜀
1 + 𝐾𝜀

𝑍−1 × 

× exp (−2
ℎ2

√𝜅2
√p − (

1

√𝜅1
+

1

√𝜅2
) ℎ1√p). 

С учетом полученных выражений для констант  

интегрирования, решение в пространстве изображений 

примет вид 

𝑢1 =
𝑇0
𝑝
+

𝑞0

𝑝√𝑝

1

√𝑐1𝜌1𝜆1
𝑍−1 [exp (−

𝑥

√𝜅1
√p) − 

−εexp (− (2
ℎ2

√𝜅2
+

𝑥

√𝜅1
)√p) + 

+exp (−(2
ℎ2

√𝜅2
+ 2

ℎ1

√𝜅1
−

𝑥

√𝜅1
)√p) − 

−ε exp (− (2
ℎ1

√𝜅1
−

𝑥

√𝜅1
)√p)] 

или  

𝑢1 =
𝑇0
𝑝
+

𝑞0

𝑝√𝑝

1

√𝑐1𝜌1𝜆1
∑∑∑{(−1)𝑘+𝑛𝐶𝑘

𝑛𝐶𝑗
𝑘𝜀𝑘 ×

𝑘

𝑛=0

𝑗

𝑘=0

∞

𝑗=0

 

 × exp(−𝛼𝐴√p) − 𝜀 exp(−𝛾𝐴√p) +            (33) 

+exp(−𝛼𝐵√p) − 𝜀 exp(−𝛾𝐵√p)}, 

где 

𝛼𝐴(𝑥) =  2(j − n)
ℎ1

√𝜅1
+ 2 (𝑗 − 𝑘 + 𝑛)

ℎ2

√𝜅2
+

𝑥

√𝜅1
≡ 

≡ 𝑠 +
𝑥

√𝜅1
 , 

𝛾𝐴(𝑥) =  2(j − n)
ℎ1

√𝜅1
+ 2 (𝑗 − 𝑘 + 𝑛 + 1)

ℎ2

√𝜅2
+

𝑥

√𝜅1
≡ 

≡ 𝑠 + 2
ℎ2

√𝜅2
+

𝑥

√𝜅1
 , 

𝛼𝐵(𝑥) =  2(j − n + 1)
ℎ1

√𝜅1
+ 2 (𝑗 − 𝑘 + 𝑛 + 1)

ℎ2

√𝜅2
− 

−
𝑥

√𝜅1
≡ 𝑠 + 2

ℎ2

√𝜅2
+ 2

ℎ1

√𝜅1
−

𝑥

√𝜅1
 , 

𝛾𝐵(𝑥) =  2(j − n + 1)
ℎ1

√𝜅1
+ 2 (𝑗 − 𝑘 + 𝑛)

ℎ2

√𝜅2
− 

−
𝑥

√𝜅1
≡ 𝑠 +

ℎ1

√𝜅1
−

𝑥

√𝜅1
 , 

𝑠 =  2(j − n)
ℎ1

√𝜅1
+ 2 (𝑗 − 𝑘 + 𝑛)

ℎ2

√𝜅2
 . 

Аналогично найдем температуру в изображениях во 

второй области ℎ1 ≤ 𝑥 ≤ ℎ1 + ℎ2: 

𝑢2 =
𝑇0
𝑝
+
2𝑞0

𝑝√𝑝

1

√𝑐1𝜌1𝜆1

𝐾𝜀
1 + 𝐾𝜀

𝑍−1 × 

× [𝑒𝑥𝑝 (−((
1

√𝜅1
−

1

√𝜅2
) ℎ1 +

𝑥

√𝜅2
)√p) + 

+ 𝑒𝑥𝑝 (−(2
ℎ2

√𝜅2
+ (

1

√𝜅1
+

1

√𝜅2
) ℎ1 −

𝑥

√𝜅2
)√p)] 

или 

𝑢2 =
𝑇0
𝑝
+

𝑞0

𝑝√𝑝

2𝐾𝜀
1 + 𝐾𝜀

1

√𝑐1𝜌1𝜆1
× 

×∑∑∑(−1)𝑘+𝑛𝐶𝑗
𝑘𝜀𝑘𝐶𝑘

𝑛

𝑘

𝑛=0

𝑗

𝑘=0

∞

𝑗=0

×               (34) 

× { exp[−𝛽𝐴√p] +  exp[−𝛽𝐵√p]} , 

где 

𝛽𝐴(𝑥) = [2(j − n) + 1)]
1

√𝜅1
ℎ1 + 

+2 (𝑗 − 𝑘 + 𝑛)
ℎ2

√𝜅2
+
𝑥 − ℎ1

√𝜅2
≡ 

≡ 𝑠 + (
1

√𝜅1
−

1

√𝜅2
) ℎ1 +

𝑥

√𝜅2
, 

𝛽𝐵(𝑥) = [2(j − n) + 1)]
1

√𝜅1
ℎ1 + 

+2 (𝑗 − 𝑘 + 𝑛 + 1)
ℎ2

√𝜅2
+
𝑥 − ℎ1

√𝜅2
≡ 

≡ 𝑠 + 2
ℎ2

√𝜅2
+ (

1

√𝜅1
+

1

√𝜅2
) ℎ1 −

𝑥

√𝜅2
 . 

Полученное решение в изображениях “полной” задачи 

согласуется со всеми представленными выше предельны-

ми вариантами в соответствующей области изменения 

параметров, что служит подтверждением корректности 

решения. 

 Для того чтобы перейти к оригиналам, учтем, что все 

слагаемые в (33), (34) – это функции вида 

𝜑(𝛼, 𝑝) =
1

𝑝√𝑝
𝑒𝑥𝑝(−𝛼√𝑝).                (35) 

Следовательно, оригиналы для них имеют вид [8] 

𝛷(∝, 𝑡) = 2√
𝑡

𝜋
𝑒𝑥𝑝 (−

𝛼2

4𝑡
) − 𝛼 ∙ 𝑒𝑟𝑓𝑐 (

𝛼

2√𝑡
).     (36) 

С учетом сказанного, запишем окончательное решение  

𝑇1(𝑥, 𝑡)=𝑇0 +
𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1
∑∑∑(−1)𝑘+𝑛𝐶𝑘

𝑛𝐶𝑗
𝑘

𝑘

𝑛=0

𝑗

𝑘=0

∞

𝑗=0

𝜀𝑘 × 

× {Φ(𝛼𝐴, 𝑡) − 𝜀Φ(𝛾𝐴, 𝑡) + Φ(𝛼𝐵, 𝑡) − 𝜀Φ(𝛾𝐵, 𝑡)}, 

𝑇2(𝑥, 𝑡) =𝑇0 +
2𝐾𝜀
1 + 𝐾𝜀

𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1
×               (37) 

×∑∑∑(−1)𝑘+𝑛
𝑘

𝑛=0

𝑗

𝑘=0

∞

𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘𝜀𝑘𝐶𝑘

𝑛{Φ(𝛽𝐴, 𝑡) + Φ(𝛽𝐵, 𝑡)}. 

От пространственной координаты данное решение зави-

сит через параметры 𝛼, 𝛽, 𝛾. С целью сокращения формул 

эта зависимость в явном виде не указана.  
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 Заметим, что если нагрев двухслойной детали осу-

ществляется источником, зависящим от времени, то на 

поверхности мы имеем условие (14). В этом случае в (33) 

и (34) плотность потока следует умножить на 𝐹(𝑝). В ре-

зультате мы придем к решению в изображениях, содер-

жащему вместо (35) функции вида 

𝜑(𝛼, 𝑝) =
𝐹(𝑝)

𝑝√𝑝
𝑒𝑥𝑝(−𝛼√𝑝).  

Для типичных зависимостей скорости нагрева от вре-

мени 𝑓(𝑡), применяемых в современных технологиях, пе-

реход к оригиналам и в этом случае не представляет осо-

бых проблем; достаточно воспользоваться известными 

теоремами операционного исчисления и таблицами инте-

гральных преобразований, например [8]. В частности, для 

теплового импульса длительности 𝑡𝑝  решение сопряжен-

ной задачи запишется в виде: 

𝑇1(𝑥, 𝑡) =𝑇0 +
𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1
× 

×∑∑∑(−1)𝑘+𝑛𝐶𝑘
𝑛

𝑘

𝑛=0

𝑗

𝑘=0

∞

𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘𝜀𝑘 ×                (38) 

× {Φ(𝛼𝐴, 𝑡) − 𝜀Φ(𝛾𝐴, 𝑡) + Φ(𝛼𝐵, 𝑡) − 

−𝜀Φ(𝛾𝐵, 𝑡) + [Φ(𝛼𝐴, 𝑡 − 𝑡𝑝) − 𝜀Φ(𝛾𝐴, 𝑡 − 𝑡𝑝) + 

+Φ(𝛼𝐵, 𝑡 − 𝑡𝑝) − 𝜀Φ(𝛾𝐵, 𝑡 − 𝑡𝑝)]𝜂(𝑡 − 𝑡𝑝)}, 

𝑇2(𝑥, 𝑡) =𝑇0 +
2𝐾𝜀
1 + 𝐾𝜀

𝑞0

√𝑐1𝜌1𝜆1
× 

×∑∑∑(−1)𝑘+𝑛
𝑘

𝑛=0

𝑗

𝑘=0

∞

𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘𝜀𝑘𝐶𝑘

𝑛{Φ(𝛽𝐴, 𝑡) + 

+Φ(𝛽𝐵, 𝑡) + [Φ(𝛽𝐴, 𝑡 − 𝑡𝑝) + Φ(𝛽𝐵, 𝑡 − 𝑡𝑝)]𝜂(𝑡 − 𝑡𝑝)}, 

где функция Φ  имеет прежний вид (36).  

 Переходя к обсуждению решений, остановимся, прежде 

всего, на вопросе о сходимости функциональных рядов 

(37), (38). В общем случае – это знакопеременные неравно-

мерно сходящиеся ряды. Скорость и характер сходимости, 

очевидно, зависит от параметров 𝛼, 𝛽, 𝛾, величина которых 

(при фиксированном 𝑥) определяется геометрическими 

размерами ℎ1,  ℎ2 и теплофизическими характеристиками.  

 Сходимость рядов, входящих в точные аналитические 

решения (38), при удержании различного числа членов ряда 

проиллюстрирована на рис. 11. Данный рисунок показыва-

ет, что для получения решения с хорошей точностью необ-

ходимо удерживать 6-8 членов ряда, далее решение прак-

тически не меняется. Пятнадцать членов ряда (светлые точ-

ки на рис. 11) дают такой же результат, что и восемь членов 

ряда. При малом количестве слагаемых в (38), как показы-

вают кривые 0, 1, 2, возможно даже качественное искаже-

ние решения – наличие максимума на профиле температу-

ры во внутренних точках титановой пластины, что проти-

воречит физической постановке задачи. 

Рис. 11 иллюстрирует сходимость рядов (38); цифры у 

кривых связаны с диапазоном изменения индекса 𝑗, 
например, цифра 4 означает, что данный индекс в 

формуле (38) изменяется от 0 до 4. 

 
Рис. 11. Распределение температуры в титановой пластине  

ℎ1 = 1, 0 см, контактирующей с медной подложкой ℎ2 =
1, 0 см в момент времени 𝑡 = 10 с при нагреве 

импульсным источником 𝑞0 = 400 Вт/см2, 𝑡𝑝 = 0,4 с 

 

Знакопеременные ряды в решении приводят к тому, 

что для свойств титана и меди сходимость к точному ре-

шению (светлые точки на рис. 12, 13) оказывается каче-

ственно различной. Для титана наблюдается монотонная 

сходимость снизу, для меди – немонотонная сходимость: 

добавление очередного слагаемого приводит к тому, что 

приближенное решение стремится к точному поочередно, 

то снизу, то сверху. Точное решение на рис. 12, 13, пока-

занное светлыми точками, соответствует формуле (11), 

нулевому приближению (𝑛 = 0) в (17), нулевому прибли-

жению (𝑛 = 0) в (26) и, наконец, удержанию 20-ти слага-

емых в формулах (37) (индекс 𝑗 изменяется в пределах от 

0 до 20). Во всех 4-х случаях: для полупространства, для 

пластины конечной толщины, и для двух типов сопряжен-

ной задачи решения совпадают.  

Кривые с номером 1 соответствуют учету в решении 

только нулевого члена ряда. В первом случае (титан, 

рис. 8, 9, а) учет в расчетах последующих членов рядя 

приводит к стремлению решения к точному снизу. Во 

втором случае (медь, рис. 8, 9, б) – каждый новый член 

ряда для малых 𝑛 приводит к приближению к точному 

решению с разных сторон. Эта закономерность имеет ме-

сто как в поведении температуры на поверхности в зави-

симости от времени (рис. 8), так и в пространственном 

распределении температуры (рис. 9). 

Сходимость рядов неравномерна и по 𝑥, и по 𝑡. Не вда-

ваясь в детали, отметим, что общая тенденция такова: чем 

меньше  𝑥  и чем больше 𝑡, тем большее количество слага-

емых необходимо сохранять в решении (37), (38) для 

обеспечения хорошей точности. Эта закономерность, хотя 

и не очень отчетливо, просматривается и на приведенных 

рис. 11-13. 

Для иллюстрации решения сопряженной задачи введем 

обозначения, аналогичные предыдущему. Пусть 𝑇𝑠 – тем-

пература нагреваемой поверхности, 𝑇𝑏  – температура на 

границе раздела материалов, 𝑇𝑓0 – конечная температура 

адиабатически изолированной пластины, поглотившей 

заданное количество тепла за время действия импульса; 𝑇𝑓 

– конечная температура составной пластины, которая рас-

считывается по формуле 

𝑇𝑓 =𝑇0 +
𝑞0𝑡𝑝

𝜌1𝑐1ℎ1 + 𝜌2𝑐2ℎ2
 . 
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Рис. 12. Иллюстрация сходимости рядов (37) на примере 
зависимости температуры обрабатываемой поверхности 

от времени при нагреве постоянным источником 

𝑞0 = 400 Вт/см2 
 

 

Рис. 13. Иллюстрация сходимости рядов (37) на примере 
распределения температуры по глубине пластины при 

нагреве постоянным источником 𝑞0 = 400 Вт/см2 
 

Тогда кривая 𝑇𝑠 на рис. 14 соответствует сочетанию па-

раметров 𝑞0, 𝑡𝑝, обеспечивающих на поверхности нагрев 

на 1100 °К. Если отвод тепла теплопроводностью не ис-

пользуется, то кривая 𝑇𝑓0 на этом же рисунке соответству-

ет сочетанию параметров, приводящих к конечному нагре-

ву всей пластины на 100 °К, включая тыльную поверх-
ность, что недопустимо, так как приведет к нежелатель-
ным последствиям. Следовательно, чтобы обеспечить за-

данные условия, нужно либо увеличить 𝑞0 с одновремен-
ным уменьшением длительности импульса (переход в ле-
вую часть области I), либо использовать принудительное 

охлаждение с тыльной стороны пластины. Для ℎ2 = 2,0 см 

получим две дополнительные кривые 𝑇𝑏   и 𝑇𝑓. В области II 

рис. 14 температура 𝑇𝑠 заведомо превышает заданное зна-
чение, да и на границе раздела материалов температура 
повышается более чем на 100 °К. В области III + V выпол-
няется только условие для температуры на контакте. В 
области IV температура поверхности также выше допу-

стимой величины, хотя конечная температура 𝑇𝑓 <𝑇0 +
100 °К. В области V между тремя кривыми результат не-

удовлетворителен из-за температуры 𝑇𝑓. И только кривые, 

ограничивающие закрашенную область сверху, удовлетво-
ряют всем требованиям. Сказанное дополнительно иллю-
стрируют рис. 15, а и б. Номера кривых на этих рисунках 
соответствуют номерам точек, показанных на рис. 14.  

Рис. 14. Кривые 𝑞0(𝑡𝑝), разделяющие области параметров, 

приводящих к различным результатам в процессе 

обработки. Параметры обрабатываемой пластины: ℎ1 =
0,5 см; ℎ2 = 2,0 см 

При варьировании толщин слоев кривые 𝑇𝑠, 𝑇𝑓 и 𝑇𝑏  мо-

гут смещаться относительно друг друга. Например, если 

ℎ2 = 2,0 см, то при ℎ1∗ ≈ 0,254 см все три кривые пересе-
кутся в одной точке (сплошная кривая и прерывистые кри-
вые 2 на рис. 16). При варьировании толщины титановой 
пластины в некоторой окрестности этого значения поло-
жение кривой конечной температуры практически не из-

меняется. При толщине ℎ1 < ℎ1∗ имеем 𝑇𝑏 < 𝑇𝑓 (сплошная 

кривая и прерывистые кривые 3 на этом же рисунке). В 
этой области наблюдается немонотонное изменение тем-
пературы контакта после прекращения действия источника 
тепла, вызванное перераспределением тепла между слоя-
ми. Т.е., в этой области параметров требуется ввести еще 
один критерий (или дополнительное ограничение), чтобы 
обеспечить заданные условия нагрева. Для наших целей 
эта область параметров интереса не представляет. 

В результате, с помощью диаграммы, представленной 
на рис. 17, можно выбрать параметры обработки материа-
ла с покрытием различной толщины при условиях, что 
температуры на поверхности и на контакте не превысят 
заданных значений. 



Russian Internet Journal of Industrial Engineering. 2015. Vol. 3, no. 2 

 

 

Машиностроение: сетевой электронный научный журнал. 2015. Том 3, №2 30  
 

 
а 

 

б 
Рис. 15. Зависимость от времени температуры на 

поверхности титановой пластины (а) и на границе ее 
контакта с медной подложкой (б). Номера кривых 
соответствуют номерам точек на рис. 11. Толщина 

пластины и подложки ℎ1 = 0,5 см; ℎ2 = 2,0 см 
соответственно 

Рис. 16. Диаграмма 𝑞0(𝑡p) для различных толщин 

титановой пластины. Сплошная кривая – конечная 

температура Tf. Штриховые кривые – температура 

поверхности 𝑇s; пунктирные – температура на контакте 

𝑇b; ℎ2 = 2,0 см 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Таким образом, в работе представлены аналитические 

решения задач теплопроводности, полезные для практиче-
ских оценок и отладки программ. Аналитические решения 
можно использовать для построения зависимостей темпе-
ратуры от времени при произвольной зависимости плот-
ности потока от времени, а также для описания распро-
странения волн напряжений, возникающих в телах при 
нагреве  потоком  (без учета эффекта связанности),  когда  

 
Рис. 17. Диаграмма 𝑞0(𝑡p) для фиксированной толщины 

титановой пластины 0,2 см. Сплошные – линии 𝑇s от 1100 

°К (линия 1) до 700 °К (линия 5), проведенные через 100 °К. 

Штриховые кривые 6-10 – температура на контакте 𝑇b при 

различных толщинах подложки (0; 0,2; 0,5; 1,0; 2,0 см); 

штрихпунктирные кривые – температура Tf, 11 – 

подложки нет, 12 – подложка 2.0 см 

 

совместное численное решение задач затруднено различи-

ем характерных масштабов (скоростей распространения 

тепла и скорости звука). Описан способ представления 

решений в удобной для расчетов форме. Выписанные 

формулы полезны и для построения распределений тем-

пературы в композиционных материалах, если принять во 

внимание зависимость свойств от структуры (не изменя-

ющейся в процессе нагрева) [9, 10]. И, наконец, сопря-

женные задачи встречаются и в других прикладных обла-

стях: при расчете параметров многослойной или кондици-

онируемой одежды [11, 12]; при проектировании строи-

тельных сооружений [13], при разработке многослойных 

пламепреградителей [14]; при расчете многослойной изо-

ляции двигателей и промышленных установок [15] и др. 
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Abstract. In this work, exact analytical solutions have been 

presented for some conjugate thermal conductivity problems. 
The way had been presented for solution representation in the 
form suitable for practical applications. The convergence of se-
ries including in the solutions has been studied when thermal 
physical properties change in wide region. Solutions ware used to 
determine the heating conditions providing given value of surface 
and contact temperatures. Exact analytical solutions are useful 
for computer program testing and debugging; for engineering 
calculations; they could be used to evaluate dynamical tempera-
ture stresses appearing at the conditions of surface thermal 
treatment using high energy sources.    

Keywords: conjugate problems, thermal treatment, exact 
analytical solutions. 
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Аннотация. С использованием основных положений 

прикладной механики твердых и пластически деформируе-

мых тел разработан метод механического моделирования 

процессов внешнего трения при волочении полосы в моно-

литной волоке, основанный на подобии в затратах мощности 

на трение отдельных элементарных слоев заготовки в очаге 

деформации и системы твердых тел, кинематически связан-

ных между собой таким образом, что перемещение каждого 

тела соответствует перемещению слоев материала заготовки 

по контактной поверхности очага деформации, при этом 

поверхности многомассовой механической модели нагруже-

ны удельными силами трения, аналогичными удельными 

силами трения в очаге деформации. Исследования механи-

ческой модели позволяют уточнить энергетический метод 

расчета процесса волочения полосы в монолитной волоке за 

счет определения величины и характера распределения кон-

тактных напряжений в очаге деформации в зависимости от 

технологических параметров процесса волочения и кон-

струкции монолитной волоки.    
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ВВЕДЕНИЕ 

Интенсификация и совершенствование процессов во-

лочения в монолитных волоках в значительной мере 

определяется условиями внешнего трения в очаге дефор-

мации [1-5]. В этой связи, совершенствование методики 

расчета энергосиловых параметров процессов волочения 

на основании расширенного представления о механике 

процесса трения в очаге деформации на основании совер-

шенствовании механических моделей, отражающих ха-

рактерные особенности процесса трения в условиях взаи-

модействия абсолютно твердых тел, абсолютно твердого 

тела – инструмента и пластически деформируемого – за-

готовки, является актуальным и своевременным [6-11]. 

Целью работы является разработка и исследование ме-

ханической модели процесса внешнего трения в очаге 

деформации, которая отражает реальный процесс переда-

чи и распределения механической энергии силы волоче-

ния для преодоления действия сил трения на контактной 

поверхности заготовки и инструмента с использованием 

основных положений прикладной механики
1
 по определе-

нию движения системы тел
2
 в зависимости от движения 

ведущего тела, к которому приводятся на основании ба-

ланса мощности внешние силы (в том числе и силы тре-

ния), действующие на тела механической системы. 

ОПИСАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ПРОЦЕССА ТРЕНИЯ 

Рассмотрим (рис. 1) процесс волочения полосы 1 еди-

ничной ширины ( 1bbb 10  ) высотой 11 h2H   на 

выходе из монолитной волоки 2 с углом конусности  .  

Скорость материала заготовки в нормальном сечении 

очага деформации на входе в волоку составляет 0v , на 

выходе из волоки – 1v , а в текущем сечении очага дефор-

мации длиной L    

tgxh

hv
v

0

11
x




 ,                              (1) 

где 0h  – высота половины заготовки на входе в волоку 

( 00 Hh2  ). Если очаг деформации разбить на элемен-

тарные участки длиной LnLL   (n – число элемен-

тарных участков), для которых можно принять xi vv   

( n,....,2,1i  ), то скорость скольжения i-го участка заго-

товки по поверхности волоки 2 при n  и 0L  со-

ставит  
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и на контактной поверхности этого участка заготовки бу-

дет действовать удельная сила трения
3
  i,12t  
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где f  и  x12i,12    – соответственно коэффициент 

трения скольжения и нормальное контактное напряжение 

в текущем сечении очаге деформации. В свою очередь, 

результирующая сила нормальных контактных напряже-

ний на верхней ( в,12N ) и нижней ( н,12N ) половине волоки 


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
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1) В теории механизмов и машин (прикладной механике [8]) под твердыми телами понимают как абсолютно твердые, так и деформируемые и гиб-
кие тела [12]. Курсив автора из определений в работе [8].  

2) Механическая система. Любая совокупность взаимодействующих материальных точек. Примечание: в механике  материальное тело рассматри-

вается как механическая система, образованная совокупностью материальных точек [13]. 
3) Далее по тексту и рисунках в обозначении силовых параметров могут использоваться нижние и верхние индексы. Нижний основной индекс, со-

держит две цифры и указывает – первая цифра на какое тело действует (сила, напряжение), вторая цифра со стороны какого тела действует эта сила 

(напряжение). Нижний основной индекс из одной цифры указывает на какое тело действует сила. Буква(ы) в нижнем индексе или дополнительная цифра 

нижнего индекса приводятся для дополнительной характеристики этого параметра. Она (они) отделяются запятой от основного нижнего индекса. 

mailto:igordobrov@yahoo.com


Russian Internet Journal of Industrial Engineering. 2015. Vol. 3, no. 2 

 

 

Машиностроение: сетевой электронный научный журнал. 2015. Том 3, №2 33  
 

действующая на расстоянии Nx  в системе координат 

XOY , ось OY  которой расположена в плоскости сечения 

заготовки на входе в волоку, будет определять величину 

результирующей приведенной силы трения пр,12T , исходя 

из условия равенства мощности результирующей силы 

трения, приведенной к точке приложения силы 12N , и 

мощности удельных сил трения в очаге деформации [10] 
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где   NN011xx vtgxhhvv
N

   – скорость матери-

ала заготовки в нормальном сечении, проходящем через 

точку приложения силы 12N  на расстоянии Nx  от входа 

заготовки в волоку; 12пр,12пр NTf   – приведенный ко-

эффициент трения скольжения в очаге деформации [10].  

Результирующая сила давления на заготовку со сторо-

ны верхней (нижней) полуволоки определяется уравнени-

ем  
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где  прпр farctg  – приведенный угол трения для за-

данного приведенного коэффициента трения в очаге де-

формации. Здесь необходимо отметить, что согласно (5) и 

(6) с изменением величины прпр ~f~f   происходит 

изменение величины 12P  без изменения 12N  [9]. Т.е. в 

первом приближении можно считать
4
, что 

)0(
1212 NN  . 

Значения волP , 12N , и Nx  для расчетной схемы 

рис. 1, а определим на основании энергетического метода 

решения задачи волочения полосы в монолитной волоке 

[14-17], согласно которому мощность ( волW ), затраченная 

при деформации заготовки как жестко-пластичного тела с 

пределом текучести на сдвиг 2k,s0,scp,s    ( 0,s  и 

k,s  пределы текучести заготовки на входе и выходе из 

волоки), определятся уравнением  

1волфтрвол vPWWWW   ,              (7) 

где трW  – мощность, затраченная силой волP  на преодо-

ление мощности сил трения в очаге деформации; W  – 

мощность, затраченная силой волP  на преодоление мощ-

ности сил среза на входе заготовки в очаг деформации и 

выходе заготовки из очага деформации  
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фW  – мощность, затраченная силой волP  на формоизме-

нение материала заготовки в очаге деформации  

  
д xl

0

h

0

cp,sф dzdxHb2W  ;                      (9) 

 

Рис. 1. Расчетная схема процесса волочения:  
а – распределение энергосиловых параметров в очаге деформации; б – многоугольник сил на выходе из очага деформации; в – много-

угольник сил в сечении, проходящем через центр массы заготовки в очаге деформации; г – многоугольник сил в сечении, проходящем 

через центр массы заготовки при волочении “без трения” 

4)  Далее по тексту и на рис. 1 принято, что верхний индекс (0) указывает на расчет силового параметра при отсутствии сил трения в очаге дефор-

мации (f = 0). 
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из (8), (9) получим [14]: 
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Из (7) и рис. 1, б следует, что 

тр,волд,волтр,вол,волф,вол
1

вол
вол PPPPP

v

W
P   , (11) 

где ф,волP  – составляющая силы волочения волP , которая 

обеспечивает формоизменение заготовки в очаге дефор-

мации; ,волP  – составляющая волP , которая в процессе 

формоизменения заготовки уравновешивает силы среза, 

действующие в сечениях заготовки на входе и выходе из 

очага деформации; тр,волP  – составляющая волP , которая 

в процессе формоизменения заготовки уравновешивает 

силу трения ( пр,12пр,12пр,12 TTT   на рис. 1, б); 

,волф,волд,вол PPP   – составляющая волP , обеспечива-

ющая деформацию заготовки без учета влияния силы тре-

ния (рис. 1, б) 

1v

WW
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ф
дефд,вол
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 .                     (12) 

Отметим, что, разделив составляющие уравнения (7) 

на скорость Mv  (скорость перемещения центра массы – 

точки M заготовки в очаге деформации) получим уравне-

ние равновесия сил ( 0XM  ), действующих вдоль оси 

OX  и приведенных к нормальному сечению заготовки, 

проходящему через центр массы заготовки на расстоянии 

(рис. 1, а) 
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и, согласно (1), (6), (13), получим  
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В свою очередь из (7), (14) следует,  
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где M,волP  – составляющая силы волочения волP , приве-

денная к нормальному сечению, проходящему через центр 

массы заготовки в очаге деформации; дM,волP , и 

трM,волP  – соответственно составляющие силы M,волP , 

приведенные к нормальному сечению заготовки в точке 

M  очага деформации и уравновешивающие силы 

прM,12прM,12 T2T   и  

M

ф
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v
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 ,                       (16) 

которые совместно с силами в,12P  и н,12P  (6) со стороны 

верхней и нижней половины волоки, образуют замкнутый 

многоугольник сил (рис. 1, в) в точке M  очага деформа-

ции 

 M,волпр,12н,12пр,12в,12 PTNTN  

0PTTNN M,волпр,12пр,12н,12в,12  .      (17) 

При 0f  из (17) и многоугольника сил (рис. 1, в) 

следует  

0PNN
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Из (10), (18) и рис. 1, г получим  
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Анализ механической модели кинематики очага де-

формации при волочении в монолитной волоке “без тре-

ния” показывает [11], что геометрические параметры оча-

га деформации определяют взаимосвязанные между собой 

кинематические и силовые параметры очага деформации 

и устанавливают “закон” распределения нормальных кон-

тактных напряжений  
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При разработке модели процесса внешнего трения [11, 

18, 19] в очаге деформации (рис. 2, а) будем исходить из 

того, что удельные силы трения ( i,12t ) и их результирую-

щая пр,12T  не изменяют кинематику очага деформации (1). 

В этом случае на поверхности каждого im -го ( n,...,2,1i  ) 

подвижного тела длиной L  действует i,12t -я удельная 

сила трения, определяющая согласно (5) силу пр,12T  между 

неподвижной опорой 2 и подвижной системой n  тел, пе-

ремещающихся относительно опоры O на роликах r . Пе-

ремещение каждого im -го тела со скоростью i,cv  (2) обес-

печивается за счет зубчатой передачи (РП), содержащей 

зубчатые рейки ip  и 1ip   (выноска I), которые неподвиж-

но закреплены на смежных подвижных телах im  и 1im  . 

Рейки ip  и 1ip   входят в зацепления с зубчатыми колеса-

ми ik  и 1ik   блока шестерен, установленном на неподвиж-

ной стойке и вращающегося с угловой скоростью i , обес-

печивая передаточное отношение 
i
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
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для перемещения каждого последующего 1im  -го тела со 

скоростью 1i,cv  , равной скорости скольжения ( 1i  )-го 

элемента очага деформации (рис. 2, а). Силы, действую-
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щие на смежные тела ( im  и 1im  ) со стороны зубчатых 

реек, обеспечивают передачу мощности от ведущего тела 

im  ведомому 1im   ( 1i,ci,c vv  ). 

При отсутствии потерь на трение в РП: 


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   (21) 

где i)1i(F   и )i(iQ 1  – соответственно силы движения
5
 и 

сопротивления движению
6
, действующие на 1im   и im  

тела системы n  подвижных тел. 

Из условия равновесия каждого im -го тела и системы 

n  тел, с учетом (21), получим:  


























































.vt
v

1

v

v
FtP5,0

vt
v

1

v

v
FtF

vt
v

1

v

vtvt

v

v
FtF

tF

n

1j
i,ci,12

c,11,c

2,c
211,12тр,вол

n

ii
c,ii,12

i,ci,c

1i,c
)1i(ii,12)1i(i

n

1ni
i,ci,12

1n.c1n,c

n,cn,121n,c1n,12

1n,c

n,c
)1n(n1n,12)2n)(1n(

n,12)1n(n



     (22) 

 

 

Рис. 2. Моделирование процесса трения в монолитной волоке: 
а – схема процесса трения при волочении; б – многомассовая модель процесса трения заготовки в очаге деформации; в – двухмассовая 

модель процесса трения заготовки в очаге деформации; г – схема обращенного процесса трения при волочении в монолитной волоке 

5)  Сила движения – сила, действующая на тело в направлении движения (скорости движения) тела [12, 20].  
6)  Сила сопротивления движению – сила действующая в направлении противоположно движению (скорости движения) тела [12, 20]. 
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Из (24), (7), (11), (5) при n  и 0L , следует 

 


n

1i
ii,121тр,вол vtvP5,0  

    тр

L

0
x12 W5,0dxvx

cos

1
bf 


 

                                        N12пр vNf  .                           (23) 

Уравнение (23) можно представить в виде 

 тр,1тр,2тр WWW5,0  
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
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cos

1
bf 


, (24) 

где тр,2W  и тр,1W  – соответственно затраты мощности 

удельных сил трения на участках контактной поверхности 

очага деформации (рис. 2, а), разграниченных результи-

рующей силой нормальных контактных напряжений 12N . 

Из (23), (5), (14) получим: 
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Изменение положения  N12 xxN   (рис. 2, а, б) по 

сравнению с положением  M
)0(

12 xxN   (рис. 1, а, г) при-

водит к перераспределению  x12  по сравнению  x)0(12  

(20) на участках очага деформации, представленных на 

рис. 2, в в виде двухмассовой системы тел 2,1M  и 1,1M , 

каждое из которых имеет длину N2,1 xl   и N1,1 xLl  . 

При этом результирующие силы контактных нормальных 

напряжений  

  
Nx

0
2,122,12 dxxbN   и   

L

x
2,121,12

N

dxxbN  ,    (26) 

действующие на тела 2,1M  и 1,1M , расположены относи-

тельно силы 12N , принятой в качестве оси 22YO  системы 

координат 222 YOX , на расстояниях 2Nl  и 1Nl : 
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 соответ-

ственно положения равнодействующих 1,12N  и 2,12N  на 

контактных поверхностях тел 1,1M  и 2,1M  в системе ко-

ординат 111 YOX . 

В этом случае, скорости ( 1,1v  и 2,1v ) перемещения масс 

1,1M  и 2,1M  в системе координат XOY  определяются 

согласно (1) для текущих значений 1Nxx   и 2Nxx    
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и мощность сил трения на контактах тел 2,1M , 1,1M  и 

неподвижной опоры 2 составляет: 
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Из (29), (24) и (5) следует: 
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Перемещение тел 2,1M  и 1,1M  обеспечивают взаимо-

действие сил движения тр,волP5,0  , 1,1F , 2,1F  и сопро-

тивления движению тр,1Q , 1,1Q  (выноски II и III): 

2,11,11,11,1 vFvQ  ; 

тр,11,1 QF  ; 

                            1тр,вол1,1тр,1 vP5,0vQ  .                    (31) 

Из условия равновесия каждого из тел 2,1M , 1,1M  и 

системы тел в целом, с учетом (31), (29) и (24), получим: 
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    (32) 

Для определения соотношения мощностей тр,2W  и 

тр,1W  применим метод инверсии к движению двухмассо-

вой системе рис. 2, в [21, 22]. С этой целью мысленно 

приложим ко всем подвижным элементам двухмассовой 

системы и телу 2 скорость инверсии Nи vv  , остановив 

относительное скольжение материала заготовки в точке 

приложения силы 12N  (рис. 2, г). При этом: скорость тела 
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2 составит и
)и(

2 vv  ; тела 2,1M  – 0vvv и2,1
)и(
2,1  ; тела 

1,1M  – 0vvv и1,1
)и(
1,1  ; скорость перемещения точки 

приложения )и(
тр,волP5,0   – 1,11
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1,1и1
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1 rrvvvv  ; 
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ном движении двухмассовой модели внешнего трения не 

изменяются т.к. при обращенном движении 
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

 

что позволяет использовать полученные результаты ис-

следования процессов трения в обращенном движении 

(рис. 2, г) для анализа процессов трения в двухмассовой 

системе (рис. 2, в) и, соответственно, в очаге деформации 

(рис. 2, а).  

Из условия равновесия тела 2 при его перемещении по 

подвижным опорам (рис. 2, г) следует [23]: 
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Из (24), (29), (33), (34) получим 
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                                тртр,2 W25,0W  .                          (35) 

Анализ механических моделей (рис. 2, в и рис. 2, г) по-

казывает, что внешнее трение обеспечивает перераспре-

деление нормальных контактных напряжений  x12  по 

длине очага деформации по сравнению с   x)0(12  в связи 

с тем, что на выходе заготовки из очага деформации кон-

тактные напряжения сжатия уменьшаются 

(    LxLx
)0(

1212    и тем самым увеличивают рас-

тягивающие осевое напряжения – напряжение волочения 

11

вол
вол

bH

P


 . Установленные на основании анализа ме-

ханических моделей процесса внешнего трения при воло-

чении зависимости (35); (32), (28), (27), (25) позволяют 

определить величину и характер распределения контакт-

ных напряжений в очаге деформации при волочении по-

лосы в монолитной волоке и тем самым уточнить энерго-

силовой метод расчета процесса волочения полосы в мо-

нолитной волоке. 

ВЫВОДЫ 

С использованием основных положений прикладной 

механики твердых и пластически деформируемых тел 

разработан метод механического моделирования процес-

сов внешнего трения при волочении полосы в монолитной 

волоке, который, в зависимости от технологических пара-

метров процесса волочения и конструктивного исполне-

ния волоки, позволяет определить: величину и характер 

распределения контактных напряжений в очаге деформа-

ции; затраты мощности на внешнее трение как в текущем 

сечении очага деформации, так и на выходе из очага де-

формации. 
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Abstract. With the use of the main provisions of Applied Me-

chanics of solid and plastically deformable bodies have developed 

a method of mechanical modeling of processes of friction at 

drawing the strip in a monolithic portage, based on the similarity 

in the cost of power by friction individual elementary layers of 

the workpiece in the deformation zone and the solids, cinemati-

cally linked in such a way that each body movement corresponds 

to the movement of the workpiece material layer on the contact 

surface of the roll gap, wherein the surface multimass mechanical 

model loaded appanage frictional forces same by the friction 

forces in the deformation zone. Research the mechanical model 

allows to define the energy method for calculating the process of 

drawing the strip in a monolithic portage by determining the 

magnitude and distribution of contact stresses in the deformation 

zone depending on process parameters and design of monolithic 

drawing portage.    

Keywords: drawing, monolithic portage, deformation zone, 

the friction force, the mechanical model, inversion, reduced 

friction force. 
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Аннотация. Отличительной особенностью глубинного 

шлифования является большая длина дуги контакта круга с 

заготовкой. В связи с этим возникает необходимость учета 

особенностей глубинного шлифования на различных этапах 

процесса – врезании, постоянной дуге контакта или переход-

ном, выходе.  В статье представлены математические модели 

наработки, режущей и мгновенной режущей способностей 

процесса глубинного шлифования плоских горизонтальных 

поверхностей кругом прямого и конического профиля на 

всех этапах процесса. Показаны закономерности изменения 

показателей за период шлифования. Методом исследования 

функций определены характерные точки, в том числе мак-

симальные значения параметров на всех этапах процесса.   

При шлифовании кругом прямого профиля приведены гра-

фические зависимости показателей безотказности от време-

ни обработки на переходном этапе. Показана, что макси-

мальная наработка в зависимости от длины шлифования на 

этапе имеет экстремум и описывается неполным полиномом 

второго порядка. Закономерности изменения режущей и 

мгновенной режущей способностей от времени подчиняются 

линейной зависимости. 
 

Ключевые слова: глубинное шлифование, наработка, ре-

жущая способность, математические модели, длина заготов-

ки, этапы шлифования.  

 

ВВЕДЕНИЕ 

Глубинное шлифование (ГШ) относится к числу 

наиболее перспективных процессов абразивной обработ-

ки, обеспечивающих необходимое качество поверхности и 

высокую производительность процесса. Метод ГШ позво-

ляет обрабатывать различные стали, жаропрочные и не-

ржавеющие сплавы на основе железа, никеля и титана [1, 

19-23]. Большое влияние на ГШ оказывают режимы шли-

фования, СОЖ, характеристика инструмента. Существен-

ное влияние оказывает и направление подачи стола [2-5]. 

Одним из наиболее действенных способов управления 

процессом ГШ является непрерывная правка шлифоваль-

ного круга алмазным роликом [4-7].  

  По сравнению с обычным многопроходным маятни-

ковым шлифованием глубиной 0,005-0,050 мм на ход сто-

ла и скоростью подачи заготовки 10-40 м/мин, глубинное 

шлифование позволяет за один проход снимать припуск в 

несколько десятков миллиметров при скорости подачи 30-

300 мм/мин. 

Большая глубина шлифования приводит к образова-

нию и большой дуги контакта шлифовального круга с за-

готовкой. Например, при глубине шлифования 10 мм дли-

на дуги контакта круга диаметром 500 мм достигает 71 

мм, что в 15-20 раз превосходит длину дуги контакта 

обычного шлифования. Это предполагает наличие этапа 

врезания и, равного ему по длине шлифования, этапа вы-

хода.  В работах [8-10]  определены области существова-

ния этих этапов и дан их полный перечень. Кроме обяза-

тельных этапов врезания и выхода могут быть еще этапы 

постоянной дуги контакта и переходный. На всех этапах, 

кроме этапа постоянной дуги контакта, такие показатели 

процесса, как наработка и режущая способность при про-

чих равных условиях будут изменяться [11]. Изменение 

объема удаляемого материала неизбежно приводит к из-

менению силы резания, шероховатости, морфологии об-

работанной поверхности и других показателей процесса 

[2-5, 12-14]. На этапах врезания, постоянной дуге контакта 

и выходе при ГШ кругом прямого профиля установлена 

корреляционная связь силы резания с мгновенной режу-

щей способностью [16].     

Длина этапов ГШ плоской горизонтальной поверхно-

сти кругом цилиндрического профиля зависит от глубины 

шлифования t, радиуса круга R и длины l обрабатываемой 

поверхности. При  tR2tbl  появляется переход-

ный этап [8].   

Наиболее эффективной областью применения ГШ яв-

ляется обработка профильных поверхностей, имеющих 

свои особенности в кинематике процесса и закономерно-

стях изменения эксплуатационных показателей [17, 21, 

22]. В общем случае фасонный профиль, получаемый ме-

тодом плоского ГШ, можно с любой степенью приближе-

ния представить состоящим из прямолинейных образую-

щих, сформированных кругом конического профиля. 

Кроме того, конический профиль круга используется при 

непосредственном формообразовании поверхностей.  

В работе [18] получены математические модели пока-

зателей безотказности на этапах врезания, постоянной 

длины дуги и выхода.  

Учитывая, что длина обрабатываемой поверхности за-

готовок достаточно часто бывает меньше b, представляет 

научный и практический интерес исследование особенно-

стей ГШ заготовок малой длины  tR2tbl  . 

В связи с этим определена следующая цель работы: со-

здание математических моделей наработки, режущей и 

мгновенной режущей способностей ГШ кругами прямого 

и конического профилей при шлифовании заготовок ма-

лой длины. 
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РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Рассмотрим процесс плоского глубинного попутного 

шлифования кругом прямого профиля, представленный на 

рис. 1 в момент завершения этапа врезания. Отличие его 

от этапа врезания при l ≥b заключается в том, что данный 

этап ограничен длиной обрабатываемый поверхности l , 

соответственно сокращается время шлифования и ограни-

чивается величиной τ = l/vs.  

 

Рис. 1. Схема попутного глубинного шлифования 

в момент завершения этапа врезания 

 

Для расчета наработки, режущей и мгновенной режу-

щей способностей воспользуемся ранее разработанными 

математическими моделями [11]: 
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где  22 ttRb  , a = R- t, τ изменяется от 0 до l/vs. 

При разработке математических моделей показателей 

безотказности на переходном этапе также будем считать, 

что рабочая поверхность шлифовального круга представля-

ет собой цилиндр радиуса R, торцовые поверхности кото-

рого перпендикулярны оси цилиндра, H – высота круга. 

Заготовку примем в форме прямоугольного параллелепи-

педа, где l и h – соответственно длина и ширина заготовки.  

Расположим систему координат в центре шлифоваль-

ного круга, направив ось X по оси инструмента. Обраба-

тываемую поверхность заготовки расположим горизон-

тально, боковые и торцовые поверхности параллельно 

плоскостям соответственно YOZ и XOY (рис. 2). 

Объемную номинальную наработку (далее – наработ-

ка) будем определять как объем, отсекаемый в теле круга 

тремя плоскостями: горизонтальной плоскостью или об-

рабатываемой поверхностью; вертикальной плоскостью, в 

которой лежит торец заготовки; второй вертикальной 

плоскостью, в которой находится боковая сторона заго-

товки. 

 

Рис. 2. Схема попутного глубинного шлифования 

на переходном этапе кругом прямого профиля 

 

Поверхности заготовки и шлифовального круга при-

мем идеально гладкими, скорость подачи стола vs и ско-

рость шлифования v – постоянными, износ круга за пери-

од шлифования в связи с его малой величиной по сравне-

нию с глубиной шлифования – не учитываем. Рабочая 

поверхность абразивного инструмента представляет собой 

цилиндр, поэтому показатели будем рассматривать приве-

дёнными к единице высоты круга. 

На переходном этапе в проекции на плоскость YOZ 

(см. рис. 2) при шлифовании заготовки DLBM приведён-

ная наработка Vbпр за время τ определяется площадью фи-

гуры ABCD, которую выразим в виде разности площадей: 

ABCD = EBCG – EADG. 

Фигуры EBCG и EADG представляют собой приведен-

ные к единице ширине шлифовального круга наработки 

на этапе выхода при удалении материала, имеющего в 

продольном сечении соответственно форму прямоуголь-

ников EIBM и ENAF. Тогда 

Vbпх = Vbв(τ, t) –Vbв(τ, t') = vsτ(t – t') – [Vbр(τ, t) –Vbр(τ,t')]. (4) 

где  22
lbRRt   и Vbр(τ, t') – соответственно 

глубина и приведенная наработка на этапе врезания при 

удалении припуска в виде прямоугольника ENAF. Приве-

денную наработку на переходном этапе можно найти из 

разности площадей: 

Vbпх = ABCD = LJD – LBA – BJC. 

Площади LJD, LBA и BJC представляют собой приве-

денные наработки на этапе врезания за время соответ-

ственно τ' + τ, τ' и τ, где τ' = l/vs, тогда 

Vbпх = Vbр(τ' + τ) – [Vbр(τ') + Vbр(τ)].               (5) 

Используя зависимость (4) и (5), с учетом  формулы 

наработки на этапе врезания [19] после преобразований 

получена математическая модель приведенной наработки 

на переходном этапе:  
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Протяжённость переходного этапа  

ls max = b–l.                                           (7) 
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При ls max наработка достигает максимальной величины, 

которую получаем подстановкой в (6) vs = b–l из (7):  

    




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2

1
bRblRllbRlbV  









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


R

b
arcsin

R

l
arcsin

R

lb
arcsin

R

2

2

.                    (8) 

Приведённую режущую способность находим делени-

ем наработки (6) или (8) на время, за которое данный объ-

ём материала был удалён. Приведённую мгновенную ре-

жущую способность на этапе получаем дифференцирова-

нием (6) по времени:  

   




 

222

s

2

пх b τ lbRvlbRvq s      
(9)   

В работах 11, 15 показано, что изменение составля-

ющих силы ГШ согласуются с изменением показателя 

мгновенной режущей способности. Используя математи-

ческие модели мгновенной режущей способности на эта-

пах врезания, постоянной дуге контакта, выхода и пере-

ходном можно прогнозировать закономерности изменения 

силы резания при ГШ на всех этапах обработки.  

На основе полученных математических моделей ис-

следовано влияние длины обрабатываемой поверхности l 

на закономерности изменения показателей безотказности 

на переходном этапе. Исходные данные: глубина шлифо-

вания t = 3 мм, скорость подачи стола vs = 50 мм/мин, ра-

диус круга R = 234 мм, длина обрабатываемой поверхно-

сти 2, 6, 12, 15, 18, 22 и 30 мм (рис. 3). 
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Рис. 3. Изменение Vbпх (а), Qbпх (б) и qbпх (в) от времени  
глубинного шлифования заготовок с различной длиной 

обрабатываемой поверхности: 1– 2 мм; 2 – 6 мм;                          

3 – 12 мм; 4 – 15 мм;  5 – 18 мм; 6 – 22 мм; 7 – 30 мм 

 

Из (8) следует, что протяженность переходного этапа 

линейно возрастает с уменьшением длины обрабатывае-

мой поверхности заготовки, соответственно возрастает и 

время шлифования. Зависимость Vbпх от времени шлифо-

вания  в общем случае можно выразить неполным поли-

номом второй степени: 

Vbпх=а2+b,                                  (10)                            

где a, b – постоянные коэффициенты. 

С увеличением l увеличиваются темпы роста Vbпх, но 

максимальная наработка на этапе Vbпх max  в зависимости от 

l имеет экстремум. Согласно рис. 3а, с увеличением l мак-

симальная наработка на этапе вначале возрастает, затем 

снижается. Зависимость Vbпх max от max или длины обраба-

тываемой поверхности можно с коэффициентом корреля-

ции близким к единице описать неполным полиномом 

второй степени: 

Vbпх max = -0,0557max
2 + 2,50max.                   (9) 

Экстремум функции (10) найдём, приравняв к нулю её 

первую производную: -0,1114max+2,50=0. Откуда max ~ 

22,4 мм. 

Закономерности изменения режущей Qbпх и мгновен-

ной режущей qbпх способностей от  (рис. 3 б, в) подчиня-

ются линейной зависимости. 

Максимальные значения показателей режущей спо-

собности в зависимости от соответствующего максималь-

ного значения max с коэффициентом корреляции близким 

к единице аппроксимированы линейной функцией. Для 

приведённой мгновенной режущей способности  установ-

лена зависимость её значения в конце этапа qbпх (max) от 

соответствующего значения max, которая аппроксимиро-

вана полным полиномом второй степени. В общем случае 

зависимость максимальных значений показателей безот-

казности от соответствующих значений max, определяе-

мых длиной обрабатываемой поверхности, можно выра-

зить следующей зависимостью 

  Ybпх (max) = amax
2+bmax+c,                        (11) 

где a, b, c – коэффициенты полинома второй степени. 

Этап врезания начинается с момента касания фрон-

тальной боковой поверхности заготовки основания круга, 

что соответствует этапу врезания  (рис. 4, а), и протекает 

до тех пор, пока длина шлифования не сравнивается с 

длиной заготовки:  ls = L< b. При этом тыловая боковая 

поверхность заготовки внутренне коснется окружности 

основания круга, фронтальная боковая поверхность заго-

товки еще не достигнет осевого сечения конической по-

верхности.  

В проекции тела наработки на плоскость ZOY этап вре-

зания выглядит, как показано на рис. 4. 

Расчет показателей безотказности на этапе врезания 

выполняем по математическим моделям [18]: 
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Рис. 4. Схема глубинного шлифования кругом  

конического профиля на этапе врезания 

 

        
             а                                                  б 

 
                                            в 

 

Рис. 5. Проекция наработки на плоскость ZOY: 

а – начало этапа; б – текущее состояние; в – окончание этапа 

 

Время этапа врезания изменяется в диапазоне:  

s
р

L
τ0


  . 

Переходный этап начинается с внутреннего касания ты-

ловой боковой поверхностью заготовки основания круга и 

длится до тех пор, пока фронтальная боковая поверхность 

заготовки не достигнет осевого сечения конуса (рис. 6).  

 

Рис. 6. Схема глубинного шлифования кругом 

конического профиля (окончание переходного этапа) 

 

Перемещение заготовки в проекции на плоскость ZOY 

показано на рис. 7. 

 

           
                  а                                                  б 

 
                                            в      

Рис. 7.  Проекция наработки на плоскость ZOY 

при глубинном шлифовании на переходном этапе: 

а – начало этапа;  б – текущее состояние;   

в – окончание этапа, начало этапа выхода 

 

Продолжительность переходного этапа определяется 

по формуле: 

τпх = (b – L) / vs= b / vs – L / vs = τр max  – τр, 

где τр max  – продолжительность этапа врезания без учета 

ограничений по длине заготовки.  

В таком случае на этапе врезания появляется мнимая 

часть наработки. Из этого следует, что, начиная с момента 

τр до τр max , тело наработки будет представлять часть кону-

са, ограниченного горизонтальной обрабатываемой по-

верхностью и торцовой передней и боковыми поверхно-

стями.  

Учитывая геометрический смысл тройного интеграла, 

наработку вычислим по формуле:  
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Анализ полученной зависимости свидетельствует о 

том, что на переходном этапе из значения показателей Vp, 

Qp, и q р  полученных по формулам (11)-(13) для времени 

из интервала до τ max, необходимо вычесть соответствую-

щие значения показателей процесса шлифования мнимой 

части заготовки, находящейся за пределами фактической 

длины заготовки и вычисленных так же по формулам (11)-

(13), но для времени из интервала (0; τ max − τр): 

                   Vпх (τ) = Vр (τ р + τ) − Vр (τ), 

Qпх (τ) = Qр (τ р + τ) − Qр (τ),                          (14) 

                   q пх (τ) = q р (τ р + τ) − q р (τ). 

Этап выхода наступает, когда фронтальная боковая 

поверхность заготовки  достигает осевого сечения конуса 

(см. рис. 6).  

Время этапа выхода равно времени этапа врезания. 

Этап выхода для поверхности неполного цикла есть окон-

чание этапа выхода при шлифовании поверхности полно-

го цикла для интервала времени (τ max − τ р; τ max). Следова-

тельно, из значений показателей безотказности [18] в ин-

тервале времени (τ max − τ р; τ + τ max − τ р), где рτ0  , 

необходимо вычесть соответствующие значения показате-

лей безотказности при шлифования мнимой части заго-

товки, находящейся за пределами фактической длины за-

готовки: 

Vв (τ) = Vв(τ +τ max − τ р) – Vв(τ max − τ р) =  

=Vп (τ) – Vp (τ + τ max − τ р) + Vp (τ max − τр), 

Qв (τ) = Qп (τ) – Qp (τ + τ max − τ р) + Vp (τ max − τ р) / τ, 

qв (τ) = dVв (τ) / dτ = qп (τ) – qp (τ + τ max − τ р). 

ВЫВОДЫ 

Горизонтальная плоская поверхность неполного цикла 

длиной L < b, шириной В < H  имеет этап врезания, этап 

добора глубины (вместо этапа постоянной дуги контакта)  

и этап выхода. 

На переходном этапе присутствует мнимая часть заго-

товки, находящаяся за пределами фактической длины за-

готовки. 

Для всех этапов разработаны интегральные модели 

наработки V, режущей Q и мгновенной режущей q спо-

собностей в зависимости от времени τ, учитывающие раз-

меры круга α, R и параметры шлифования t, νs и длину 

заготовки L<b. 
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Abstract. A distinctive feature of creep-feed grinding is a 

great wheel arc length of contact with the workpiece. In this re-

gard, there is a need to incorporate features of creep-feed grind-

ing at various stages of the process - insertion, constant arc of 

contact or transition, the output. The article presents the mathe-

matical model of operating time, cutting ability and instant cut-

ting ability of the process of creep-feed grinding of flat horizontal 

surfaces in terms of direct and tapered profile at all stages of the 

process. The article shows regularities of measurable indicators 

for the period of grinding. Characteristic points, including max-

imum values at all stages of the process defined by method of 

researching functions. A graph of long-indicators of reliability of 

the processing time for transition stage showed at the process of 

grinding by wheel of straight profile. The article shows that the 

maximum operating time, depending on the length of the grind-

ing step has an extremum and described by incomplete second-

order polynomial. Patterns of change of cutting ability and in-

stantaneous cutting ability from time are subjected to a linear 

relationship. 

Keywords: creep-feed grinding, operating time, cutting ability, 

mathematical models, length of workpiece, stages of grinding. 
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Аннотация. В работе было проведено исследование 

процесса старения холоднокатаного и горячеоцинкованного 

листового проката с получением данных о сроках гарантии 

механических свойств металлопроката производства ОАО 

“Магнитогорский металлургический комбинат” при хране-

нии и переработке у потребителей. 

Были рассмотрены два основных вида старения, а имен-

но естественное и искусственное (деформационное, термиче-

ское и термодеформационное. Для проведения эксперимента 

был выбран следующий сортамент: горячеоцинкованный 

прокат сталей марок DX52D и 08пс ПМП (производства ме-

талла с покрытием); холоднокатаный (ХК) прокат стали 

марки 08Ю производства ЛПЦ-5; ХК-прокат стали марок 

08Ю и 10пс производства ЛПЦ-11 ОАО “Магнитогорский 

металлургический комбинат”.  

В экспериментальной части, для определения изменения 

механических свойств исследуемого сортамента в результате 

того или иного вида старения, были проведены испытания 

на растяжение. По результатам экспериментов были постро-

ены зависимости, наглядно демонстрирующие изменение 

механических свойств, а значит и склонность исследуемого 

металлопроката к старению.  

Установлено, что поставщик может хранить холоднока-

таный и горячеоцинкованный металлопрокат из сталей 

DX52D, 08Ю, 10пс на складах в состоянии поставки в тече-

нии 3-6 месяцев с гарантией сохранения механических 

свойств. Горячеоцинкованный прокат из стали марки 08пс 

ПМП начинает стареть уже через 10 дней. 

В свою очередь правка, разматывание и перематывание 

рулонов, а также другие воздействия на металл сопровожда-

ющиеся нагревом и пластической деформацией приводят к 

изменению механических свойств проката, что необходимо 

учитывать, как поставщикам, так и потребителям указан-

ных выше видов продукции. 

Ключевые слова: низкоуглеродистая сталь, старение 

стали,  механические свойства, холоднокатанный лист, 

горячеоцинкованный прокат. 

ВВЕДЕНИЕ 

Процесс старения – это изменение механических 

свойств металла, протекающее во времени без заметного 

изменения микроструктуры. Эти процессы происходят 

главным образом в низкоуглеродистых сталях. Старение 

может происходить при комнатной температуре, что явля-

ется естественным старением металла. Искусственное ста-

рение, в свою очередь, классифицируется на деформаци-

онное, происходящее в результате предварительной де-

формации металла, термическое, которое возможно после 

нагрева и выдержки до заданных температур, а также тер-

модеформационное старение, которое может происходить 

в результате одновременного протекания первых двух, т.е. 

предварительно деформированный металл подвергают 

нагреву с выдержкой при заданной температуре [1]. 

Главным процессом при старении является распад пе-

ресыщенного твердого раствора, в результате чего изме-

няются физико-механические свойства: прочность и твер-

дость повышаются, а пластичность и вязкость понижают-

ся [2, 3]. 

Результаты старения могут быть разными.  

В одних случаях старение является положительным и 

его используют:  

- при термической обработке алюминиевых, магниевых, 

титановых и некоторых других цветных сплавов для по-

вышения их прочности и твердости (термическое старе-

ние);  

- для упрочнения деталей из пружинных сталей, которые 

при эксплуатации должны обладать высокими упругими 

прочностными и усталостными свойствами (деформаци-

онное старение);  

- для упрочнения деталей автомобиля после штамповки в 

процессе сушки лако-красочного покрытия (ВН-эффект).  

В других случаях старение является отрицательным:  

- резкое снижение ударной вязкости и повышение порога 

хладноломкости в результате старения (особенно дефор-

мационного) могут явиться причиной разрушения кон-

струкций;  

- ухудшение штампуемости листовой стали;  

- изменение размеров закаленных деталей и инструмента 

при естественном старении, что особенно вредно для точ-

ного измерительного инструмента и прецизионных дета-

лей (например, подшипников);  

- размагничивание в процессе эксплуатации стальных за-

каленных постоянных магнитов;  

- преждевременное разрушение рельсов пути [1-3]. 

При охлаждении жидких сплавов при стремлении азо-

та и углерода высвободиться возникает много препят-

ствий. По мере понижения температуры все более затруд-

няются процессы перемены мест в кристаллической ре-

шетке, а при застывании выделение протекает особенно 

вяло. Таким образом, при быстром охлаждении, возника-

ют пересыщенные твердые растворы. В нашем случае азот 

и углерод остаются растворенными в α-железе. Это вы-

нужденное состояние пересыщения является нестабиль-
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ным. Избыточные составные частицы с течением времени 

опять стремятся высвободиться, причем им приходится 

протискиваться через прочно связанную решетку металла. 

Если такие выделения в виде нитрида и карбида железа 

приобретут критические размер и концентрацию, то мате-

риал начнет проявлять хрупкость. Так как в твердой ме-

таллической решетке все достойные внимания ближайшие 

места уже заняты, то выделившиеся с запозданием соеди-

нения могут расположиться только в случайных пропус-

ках в решетке. Они появляются в основном на границах 

участков и затрудняют процессы изменения формы. Опи-

санные процессы выделения являются диффузионными и 

очень сильно зависят от времени и температуры. Они 

ускоряются при повышенных температурах, а при ком-

натной – протекают очень медленно. В последнем случае 

говорят о естественном старении материалов [3, 4]. 

Термическое старение протекает в результате измене-

ния растворимости углерода и азота в α-железе при по-

вышении температуры. Если в сталях при предшествую-

щей термической обработке был зафиксирован пересы-

щенный α-раствор (как, например, при сварке, охлажде-

нии тонкого листа после прокатки и др.), то при последу-

ющей ее выдержке при нормальной температуре (есте-

ственное старение) или при повышенной (50-100 °С) тем-

пературе (искусственное старение) происходит распад 

твердого раствора с выделением третичного цементита в 

виде дисперсных частиц. Старение технического железа 

может быть связано также и с выделением из твердого 

раствора частичек нитридов Fe10N2 или Fe4N. Термическое 

старение заметно протекает в низкоуглеродистых сталях. 

При более высоком содержании углерода вследствие за-

родышевого воздействия большого количества цементит-

ных частиц, образовавшихся при перлитном превращении, 

самостоятельного выделения третичного цементита не 

наблюдается [5, 7-10]. 

Деформационное старение протекает после пластиче-

ской деформации, если она происходит при температуре 

ниже температуры рекристаллизации, и особенно при       

20 °С. Деформационное старение развивается в течение 

15-16 суток при 20 °С и в течение нескольких минут при 

200-350 °С. При деформационном старении происходит 

упрочнение, что связано, в основном, с ухудшением усло-

вий движения дислокаций и образованием карбидных и 

нитридных фаз при нагреве [5-8]. 

В качестве объектов эксперимента были выбран сле-

дующий сортамент:  

- горячеоцинкованный (ГЦ) прокат стали марок DX52D и 

08пс ПМП; 

- холоднокатаный (ХК) прокат стали марки 08Ю произ-

водства ЛПЦ-5; 

- холоднокатаный прокат стали марок 08Ю и 10пс произ-

водства ЛПЦ-11. 

Требования к механическим свойствам и химическому 

составу исследуемых марок сталей представлены в табл. 1 

и 2 соответственно [9-13].  

Таблица 1 

Требования к механическим свойствам 

исследуемого сортамента 

Сортамент  

Предел 
текучести 

σт, Н/мм2 

Временное со-

противление σв, 

Н/мм2 

Относительное 

удлинение δ4, % 

DX52D ГЦ-прокат, 

АНО, ПМП 

≤ 140 270-410 26 

08пс - 255-410 26 

08Ю 
ХК-прокат, 

КО, ЛПЦ-5 
≤ 195 250-350 36 

08Ю ХК-прокат, 

АНО, ЛПЦ-11 

- 250-390 29 

10пс - 270-410 25 

 

Следует отметить, что прокат производства ЛПЦ-5 

отжигается в колпаковых печах (КО), а ГЦ-прокат ПМП и 

ХК-прокат ЛПЦ-11 – в агрегатах непрерывного отжига 

(АНО) [14, 15]. 

В настоящее время потребители металлопроката все 

чаще регламентируют в нормативных документах на по-

ставку продукции гарантийный срок механических 

свойств металла. В связи с этим немаловажно знать 

склонность металлопроката к старению и прогнозировать 

ее в условиях массового производства холоднокатаного и 

горячеоцинкованного проката, особенно для проката из 

низкоуглеродистых марок стали. 

Целью проводимой работы является получение данных 

о сроках гарантии механических свойств холоднокатаного 

и горячеоцинкованного листового металлопроката при 

хранении и переработке у потребителей. 

Таблица 2 

Требования к химическому составу исследуемого сортаментам  

Сортамент 

Массовая доля элементов, % 

C Si Mn 
S P Cr Ni Cu N 

Al 
не более 

DX52D  
ГЦ-прокат, АНО, ПМП 

до 0,12 до 0,50 до 0,60 0,045 0,10 - - - - - 

08пс до 0,09 до 0,04 0,20-0,45 0,030 0,025 0,10 0,10 0,15 0,008 до 0,07 

08Ю ХК-прокат, КО, ЛПЦ-5 0,02-0,05 до 0,01 0,15-0,25 0,020 0,015 
суммарное 

содержание н.б. 

0,10 

0,007 0,03-0,06 

08Ю 
ХК-прокат, АНО, ЛПЦ-11 

до 0,07 до 0,03 0,20-0,35 0,025 0,020 0,05 0,10 0,10 0,008 0,02-0,07 

10пс 0,07-0,14 0,05-0,17 0,35-0,65 0,030 0,020 0,15 0,25 0,25 0,008 0,020 
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ФАКТОРЫ, ВЛИЯЮЩИЕ НА ПРОЦЕСС СТАРЕНИЯ 
На процесс старения могут оказывать влияние следу-

ющие факторы: химический состав стали, способ термо-
обработки (ТО) металлопроката, а также тип проката (ХК- 
или ГЦ-прокат). 

Малоуглеродистая автолистовая нестареющая сталь 
для холодной штамповки сложных по вытяжке деталей 
должна иметь минимально возможное содержание всех 
примесей (C, Si, Mn, S, P, Al, N2, H2, O2,). Особенно неже-
лательными являются примеси (Cr, Ni, Cu), попадающие в 
сталь вместе с шихтой [4].  

Существенное влияние на механические свойства хо-
лоднокатаных листов оказывает углерод. Как показал мно-
голетний опыт работы отечественных и зарубежных пред-
приятий, содержание углерода в стали для глубокой и 
сложной вытяжки должно быть не выше 0,07 % [1, 4]. При 
более высоком содержании углерода повышается твердость 
листов и растет брак по разрывам при штамповке. Пределы 
текучести и прочности с увеличением в стали содержания 
углерода повышаются, а относительное удлинение и глу-
бина вытяжки по Эриксену (ГОСТ 10510-80) уменьшаются 
[16]. Так предел текучести дрессированной стали (обжатие 
0,8 %) увеличивается со 180 Н/мм2 до 225 Н/мм2 при увели-
чение содержания углерода в стали с 0,04 до 0,08 % [3]. 

С повышением содержания углерода в стали изменяет-
ся микроструктура холоднокатаных листов. В связи с тем, 
что углерод в листе находиться главным образом в виде 
цементита Fe3C, с повышением содержания углерода уве-
личивается количество цементита. Особенно вреден це-
ментит, выделившийся по границам зерен, так как в этом 
случае листы разрываются при штамповке [1, 4]. Частицы 
цементита должны быть мелкие и равномерно распреде-
лены в ферритном поле без образования сетки, что воз-
можно только в стали с низким содержанием углерода. 

Содержание азота, водорода и кислорода в стали для 
глубокой вытяжки нежелательно, особенно азота. Азот, 
аналогично, углероду может выпадать из твердого раство-
ра, образовавшегося при повышенных температурах [1]. 
Даже незначительное количество азота иногда может ока-
заться достаточным для того, чтобы сталь приобрела 
склонность к старению. Для устранения вредного влияния 
азота в сталь добавляют алюминий. По опыту предше-
ствующих лет содержание газов в стали марки 08Ю долж-
но быть не выше: 0,02 % O2, 0.0004 % H2 и 0,003 % N2 [10]. 

Немаловажное влияние на процесс старения оказывает 
термообработка (ТО) металлопроката, а точнее ее способ. 
В качестве ТО для ХК- и ГЦ-проката применяют рекри-
сталлизационный отжиг с целью снятия остаточных 
напряжений после предшествующей прокатки [14, 15].  

Рекристаллизационный отжиг можно проводить в кол-
паковых печах (ХК-прокат, ЛПЦ-5) или в агрегатах непре-
рывного отжига (ГЦ-прокат ПМП и ХК-прокат ЛПЦ-11). 

Дело в том, что металл отожженный в колпаковых печах 
менее подвержен процессу старения, нежели металл, 
отожженный в АНО. Это связано тем, что продолжитель-
ность ТО в колпаковых печах значительно больше, чем в 
АНО, тем самым процессы, происходящие в металле во 
время отжига под колпаком, успевают полностью завер-
шиться. Что же касается металла, отожженного в АНО, то в 
связи с быстрым временем пребывания его в печи процессы, 
происходящие в стали, не успевают полностью завершить-
ся, одни процессы сменяются другим, в связи с чем склон-
ность такого металла к старению увеличивается [17, 18]. 

Еще одним фактором, влияющим на процесс старения 
стали является вид проката. Сравнивая ХК- и ГЦ-прокат, 
отожженных в АНО, можно предположить, что именно 
ГЦ-прокат больше подвержен старению, в связи с тем, что 
данный металл, проходя через ванну с цинком (а это как 
минимум на одну операцию больше по отношению к ХК-
прокату), дополнительно наклепывается. А как известно, 
любого рода наклеп – это повышение прочностных харак-
теристик, что и происходит в процессе старения [17, 18]. 

ПРОВЕДЕНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА 
Экспериментальные исследования проводились в усло-

виях механической и металлографической лабораторий 
научно-технического центра (НТЦ) ОАО “ММК” с исполь-
зованием разрывных машин фирмы “Zwick/Roell” [19, 20].  

Естественное старение металлопроката 
Для определения изменения механических свойств ме-

таллопроката в результате естественного старения был 
проведен следующий эксперимент: от исследуемого ме-
таллопроката были отобраны пробы и изготовлены образ-
цы для испытаний на растяжение. Образцы испытывались 
по следующей схеме от дня отбора проб: первое испыта-
ние на растяжение проводилось непосредственно в день 
отбора проб, а последующие испытания были проведены с 
определенным промежутком времени, а именно через 10, 
20, 30, 60, 120 и 300 дней. 

Результаты испытаний представлены в табл. 3-5 и на 
рис. 1-3. 

Таблица 3 

Предел текучести σт, Н/мм2 при  

естественном старении для исследуемых марок стали 

Срок хранения проб,  
дни 

DX52D 

ПМП 

08пс 

ПМП 

08Ю 

ЛПЦ-11 

10пс 

ЛПЦ-11 

08Ю 

ЛПЦ-5 

Толщина листа, мм 

2,0 0,5 1,2 0,45 0,8 

0  191 315 222 290 154 

10  205 322 226 289 152 

20  210 336 226 292 151 

30  201 335 228 282 154 

60  195 330 210 271 145 

120  195 360 208 270 152 

300  205 365 217 276 160 

 

 

Рис. 1. Зависимость предела текучести σт от срока              

хранения проб при естественном старении 
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Таблица 4 

Временное сопротивление σв, Н/мм2  

при естественном старении для исследуемых марок стали 

Срок хранения проб,  
дни 

DX52D 
ПМП 

08пс 
ПМП 

08Ю 
ЛПЦ-11 

10пс 
ЛПЦ-11 

08Ю 
ЛПЦ-5 

Толщина листа, мм 

2,0 0,5 1,2 0,45 0,8 

0  297 360 320 394 289 

10  307 351 322 390 291 

20  310 376 323 398 293 

30  304 370 324 383 293 

60  302 360 323 385 290 

120  300 380 320 388 290 

300  305 375 325 390 291 

 

Рис. 2. Зависимость временного сопротивления σв от срока 

хранения проб при естественном старении 

Таблица 5 

Относительное удлинение образцов δ4, % 

при естественном старении для исследуемых марок стали 

Срок хранения проб,  
дни 

DX52D 
ПМП 

08пс 
ПМП 

08Ю 
ЛПЦ-11 

10пс 
ЛПЦ-11 

08Ю 
ЛПЦ-5 

Толщина листа, мм 

2,0 0,5 1,2 0,45 0,8 

0  37,5 35,0 41,1 32,2 45,0 

10  40,0 30,0 38,9 31,8 46,2 

20  34,0 31,0 38,1 30,6 47,8 

30  40,0 30,0 38,6 30,8 45,9 

60  30,0 31,0 36,9 30,9 44,5 

120  40,0 29,0 37,4 31,6 42,0 

300  35,0 32,0 38,2 29,5 43,0 

 

Рис. 3. Зависимость δ4 образцов от срока хранения проб 

при естественном старении 

По результатам проведенного эксперимента установ-

лено:  

1. Прочностные характеристики (σт, σв) всего исследуемо-

го холоднокатаного металлопроката не увеличиваются; 

2. Прочностные характеристики ГЦ-проката из стали мар-

ки 08пс в состоянии поставки в течение 300 дней несколь-

ко увеличиваются, а именно σт примерно на 50 Н/мм2, σв – 

на 20 Н/мм2; 

3. Пластические свойства (относительное удлинение δ4) 

всего исследуемого металлопроката в состоянии поставки 

в течение 300 дней снижаются примерно на 3-5 %. 

Искусственное старение металлопроката 

1) Деформационное старение 

Суть эксперимента заключалась в следующем: от ис-

следуемого сортамента были отобраны пробы и изготов-

лены образцы для испытаний на растяжение после пред-

варительной деформации. Предварительная деформация 

осуществлялась путем растяжения испытуемых образцов 

на 1, 2, 4, 6 и 10 % деформации соответственно от расчет-

ной длины образца. После снятия нагрузки или, так назы-

ваемом “разгружении” машины, образцы снова испыты-

вались растяжением, но уже до полного их разрушения с 

получением результатов механических свойств с учетом 

предварительной деформации. 

Образцы испытывались по следующей схеме: сначала 

было проведено испытание на растяжение образца без 

предварительной деформации (исходный образец), 

остальные образцы испытывались растяжением после 1, 2, 

4, 6 и 10 % предварительной деформации соответственно. 

Результаты испытаний представлены в табл. 6-8 и на 

рис. 4-6. 

Таблица 6 

Предел текучести σт, Н/мм2 при  

деформационном старении для исследуемых марок стали 

Степень 

деформации ε, % 

DX52D 

ПМП 

08пс 

ПМП 

08Ю 

ЛПЦ-11 

10пс 

ЛПЦ-11 

08Ю 

ЛПЦ-5 

0 (исх. сост.) 191 315 222 290 183 

1 236 322 234 296 185 

2 242 323 250 306 225 

 4 271 327 282 348 253 

6 274 347 337 366 285 

10 310 375 336 403 296 

 

Рис. 4. Зависимость предела текучести σт 

от степени предварительной деформации металла  

при деформационном старении 
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