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Аннотация. Представлена геометрически обоснованная 

теория устойчивости сжатых стержней, построенная на точ-

ной модели балки Эйлера-Бернулли без линеаризации выра-

жений для кривизны и без априорных допущений о форме по-

тери устойчивости. В качестве базовой конфигурации рас-

сматривается деформирование шарнирно-опёртого стержня 

по дуге окружности под действием постоянного момента, с по-

следующим распространением выявленной закономерности 

на другие формы потери устойчивости. Получено универ-

сальное аналитическое выражение критической силы, зави-

сящее от центрального угла и соответствующего критиче-

ского эксцентриситета, возникающего как результат геомет-

рической перестройки деформированной оси. Показано, что 

классическая формула Эйлера является частным случаем 

предложенного решения и завышает критическую силу на 

23,37 %. Впервые строго выведена формула критической 

силы для консольного стержня и подтверждена обоснован-

ность коэффициента расчётной длины. Одним из ключевых 

следствий новой теории стала возможность применения 

принципа суперпозиции в задачах потери устойчивости, что 

позволяет учитывать влияние нескольких поперечных нагру-

зок с различными схемами приложения. Предложенный под-

ход охватывает широкий класс граничных условий и типов 

нагружения и завершает построение геометрически строгой 

теории устойчивости в рамках модели Эйлера-Бернулли. 
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эксцентриситет. 

ВВЕДЕНИЕ 

Истоки современной теории устойчивости неразрывно 

связаны с развитием теории балки и восходят к наблюде-

ниям Леонардо да Винчи (1452-1519), который в своих 

набросках зафиксировал работу конструктивных элемен-

тов, и к экспериментам Галилео Галилея [1], впервые по-

пытавшегося объяснить разрушение балок под нагрузкой в 

1638 году. Существенный прогресс был достигнут в XVII 

веке благодаря работам Роберта Гука [2], который в 1678 

году сформулировал принцип упругости и ввёл понятие 

продольной внутренней силы, положив начало аналитиче-

скому описанию работы тел.  

В 1673 году Эдмар Гюйгенс [3] предложил понятие 

момента силы относительно точки, что стало 

математической основой для последующих исследований. 

Якоб Бернулли в 1694 году в письмах к Лейбницу и в 

трактате [4] ввёл понятие внутреннего изгибающего 

момента и установил соотношение между изгибающим 

моментом и кривизной [4-7]. Даниил Бернулли [8, 9] развил 

математический анализ деформированного состояния 

балок и предложил гипотезу плоских сечений и принцип 

суперпозиции, что стало фундаментом для дальнейшего 

аналитического описания деформации стержней. 

На основе предшествующих достижений Леонард Эй-

лер в 1744 г. в своём фундаментальном труде [10] на стр. 

267 (см. фигуру 13 на рис. 1) сформулировал задачу устой-

чивости сжатого стержня и получил классическое выраже-

ние для критической силы. В оригинале формула записана 

следующим образом: 

𝑃 =
𝜋𝜋

𝑎𝑎
𝐸𝑘𝑘, 

что в современных обозначениях соответствует: 

𝑁𝑐𝑟 =
𝜋2𝐸𝐼

𝐿2
, (1) 

где 𝑃 – критическая сила (сегодня обозначается как 𝑁𝑐𝑟), 

𝑎𝑎 – квадрат длины стержня (𝐿2), 𝐸𝑘𝑘 – произведение мо-

дуля упругости 𝐸 и момента инерции 𝐼 (𝑘𝑘). 

В этой же работе [10] немного ранее Эйлер 

рассматривает изогнутую эластичную пластину 𝐴𝐵, 

заделанную в точке 𝐵 и подверженную изгибающему 

действию силы 𝑃, приложенной через жёсткий стержень 

𝐴𝐶, в направлении 𝐶𝐷, (фигура 3 на рис. 1). Он показал, что 

сила 𝑃, направленная вертикально вниз, создает 

изгибающий момент относительно произвольной точки 𝑀 

на кривой 𝐴𝐵: 𝑀 = 𝑃(𝑐 + 𝑥), где 𝑥 – текущая абсцисса, а 𝑐 

– длина плеча до точки приложения силы. 

В этом фрагменте работы (стр. 250) впервые появляется 

выражение, связывающее изгибающий момент и радиус 

кривизны: 

𝑅 =
𝑑𝑠3

−𝑑𝑥𝑑𝑑𝑦
 (2) 

* Статья публикуется по рекомендации программного комитета Всероссийской научно-технической конференции "Строительство, архи-

тектура и техносферная безопасность", https://iccats.org  
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Рис. 1. Фигуры 13 и 3 Приложения I [10] 
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при этом 𝑑𝑠 = √(𝑑𝑥)2 + (𝑑𝑦)2 и 𝑑𝑥 ≈  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 𝑑𝑑𝑦 – в со-

временных обозначениях соответствует второй производ-

ной 𝑦′′(𝑥). Таким образом, Эйлер фактически использует 

формулу кривизны плоской кривой в параметризации по 𝑥. 

Эйлер далее показал эквивалентность двух выражений 

для кривизны: 𝑅 =
𝑑𝑠3

−𝑑𝑥𝑑𝑑𝑦
 
 
⇒ 

1

𝑅
= −

𝑑𝜃

𝑑𝑠
, где 𝑠 – длина дуги 

(координата вдоль изогнутой линии), 𝜃 – угол между 

касательной к кривой и горизонтальной осью, 𝑅 — радиус 

кривизны, связанный с производной угла поворота 

касательной. Переходя к интерпретации задачи в терминах 

изгиба, Эйлер записывает: 

𝑃(𝑐 + 𝑥) =
𝐸𝑘𝑘

𝑅
 или 𝑀 =

𝐸𝐼

𝑅
, 

где 𝐸 – модуль Юнга, 𝐼 – момент инерции сечения. 𝑅 – 

радиус кривизны в точке приложения момента, 𝑀(𝑥) – 

момент инерции сечения в точке 𝑥, 𝑅(𝑥) – радиус кривизны 

в этой точке.  

Таким образом, Эйлер впервые в 1744 году 

сформулировал уравнение равновесия консольной балки 

при чистом изгибе, рассматривая задачу изгибаемого 

стержня, заделанного в основании. Это рассуждение 

положило начало теории балки Эйлера-Бернулли, которая 

в дальнейшем разделилась на два направления: 

– на классическую постановку с линеаризацией 

кривизны, предложенной Пьер-Симоном Жираром [11]: 

𝜅(𝑥) = −
𝑑2𝑦

 𝑑𝑥2
, 

– и на геометрически нелинейную (точную) постановку 

с определением кривизны через производные функции 

прогиба у(𝑥), полученной Бенуа Полем Эмилем 

Клапейроном из уравнения (2) [13]: 

𝜅(𝑥) = −
𝑦′′

(1 + (𝑦′)2)3 2⁄
. 

Делая исторический обзор становления теории балок, 

нельзя не отметить весомый вклад Луи Мари Анри Навье 

[14], который в 1826 г. впервые описал силу, 

перпендикулярную оси балки, и её связь с моментом, хотя 

ещё не использовал символ 𝑄. Современное обозначение 𝑄 

и трактовка поперечной силы закрепились в трудах 

Рудольфа Фридриха Альфреда Клебша (1862 г.) [15] и 

позднейших авторов. 

Навье также установил связь между поперечной силой 

и распределённой нагрузкой, что позволило сформу-

лировать классическое дифференциальное уравнение 

балки четвертого порядка в дивергентной форме: 

𝐸𝐼
𝑑4𝑦

𝑑𝑥4
+ 𝑞(𝑥) = 0. 

Завершая исторический обзор, вынужден сослаться на 

собственную работу [17]. Несмотря на то что 

самоцитирование не приветствуется, без этого обзор будет 

неполным. В свете проведённого обобщения теории балки 

Эйлера-Бернулли было установлено, что основная искомая 

переменная – функция 𝑦(𝑥) – не является функцией 

прогиба, как это традиционно трактуется со времён 

Эйлера. В действительности это абстрактная функция в 

топологическом пространстве, которую можно 

интерпретировать как развёртку топологической системы 

координат на прямолинейную ось декартовой системы. 

В этой развёртке: 

1. Абсцисса 𝑥 соответствует исходной длине балки 𝐿. 

Поскольку в модели Эйлера-Бернулли рассматривается 

чистый изгиб консольной балки (см. фигуру 3 на рис. 1) без 

возникновения продольных усилий, на прямолинейную ось 

𝑥 развёртывается криволинейная деформированная ось 𝑠, 
при этом исходная длина 𝐿 сохраняется; 

2. Ордината 𝑦(𝑥) отражает расстояние 𝑟 от 

топологической абсциссы до нейтральной оси 

деформированной балки, измеренное вдоль радиус-вектора 

для 𝑠(𝜑). Это расстояние включает как вклад угловой 

координаты 𝜑, так и текущего радиуса кривизны 

𝑅(𝜑)= 1 𝜅(𝜑)⁄ . 

Такой подход позволил выявить линейную зависимость 

между изгибающим моментом и кривизной консольных 

балок на полуоткрытом интервале топологического 

(криволинейного) пространства, то есть на всём полуот-

крытом интервале [0,+∞). В результате обобщённые 

уравнения равновесия теории балки Эйлера-Бернулли 

принимают линейную дивергентную форму: 

𝑃′(𝑖) − 𝑀(𝑖) = 0,   𝑃′′(𝑖) − 𝑄(𝑖) = 0, 𝑃(3)(𝑖) + 𝑞(𝑖) = 0, 
где 𝑃(𝑖) = −𝐸𝐼 ∙ 𝜃(𝑖) — новый силовой фактор, названный 

возвратным потенциалом; 𝐸𝐼 — изгибная жесткость; 𝑀(𝑖), 
𝑄(𝑖) и 𝑞(𝑖) — соответственно изгибающий момент, 

поперечная сила и распределённая поперечная нагрузка в 

рассматриваемом сечении балки. Система координат 𝑖 
может быть как прямолинейной (𝑖 = 𝑥, декартовой, через 

проекцию на ось 𝑥, так и криволинейной (𝑖 = 𝑠 по 

деформированной нейтральной оси 𝑠). 
Учитывая полуоткрытый интервал допустимых значе-

ний криволинейной координаты s ∈ [0, +∞), уместно 

напомнить, что ещё Леонард Эйлер в заглавии своего фун-

даментального труда [10] использовал предельно широкую 

формулировку: “…или решение изопериметрической за-

дачи, взятой в самом широком смысле”. 

Тем самым подчёркивается универсальность подхода, в 

рамках которого рассматриваются не только замкнутые 

формы, но и открытые конфигурации произвольной длины, 

что напрямую соотносится с современными постановками 

задач устойчивости в криволинейной системе координат. 

МЕТОД 

Если на стержень действует осевая продольная сила 𝑁, 

то при достижении определённого предела возникает по-

теря устойчивости, проявляющаяся в виде изгибных де-

формаций по направлению наименьшей изгибной жёстко-

сти 𝐸𝐼. Конкретная форма потери устойчивости определя-

ется граничными условиями закрепления балки и играет 

ключевую роль в распределении внутренних усилий. 

Современные аналитические методы опираются на 

априорное предположение Леонарда Эйлера [10] о синусо-

идальной форме деформирования стержня в момент пере-

хода прямолинейной оси балки в криволинейную. Это обу-

словлено прежде всего возможностью получения простого 

аналитического решения. Как показали многочисленные 

натурные испытания балок, данное допущение обеспечи-

вает удовлетворительную сходимость результатов для ко-

ротких стержней. Однако при увеличении длины стержня 

при прочих равных условиях теоретическая критическая 

сила оказывается несколько завышенной. Такие расхожде-
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ния традиционно объяснялись разбросом физико-механи-

ческих характеристик образцов, неточностью приложения 

осевой нагрузки и другими случайными факторами. 

Вместе с тем в настоящей работе сделан акцент не на 

уточнении параметров экспериментов, а на пересмотре са-

мого аналитического решения задачи устойчивости. В ка-

честве основного объекта критического анализа выступает 

форма потери устойчивости, поскольку именно поперечная 

геометрия деформации стержня определяет потенциаль-

ную энергию изгиба и, соответственно, уровень критиче-

ской силы. Принятое в классической теории синусоидаль-

ное приближение, хотя и удобно для получения аналитиче-

ских решений, может не соответствовать конфигурации с 

наименьшей потенциальной энергией. В связи с этим в ра-

боте предпринята попытка определить точную форму де-

формирования стержня в момент потери устойчивости, без 

предварительных предположений о её виде, что позволяет 

перейти к более строгому и геометрически обоснованному 

определению предельного состояния. 

Следует отметить, что в процессе нагружения стержня 

осевой продольной силой 𝑁𝑐𝑟  в нём возникают равномерно 

распределённые продольные усилия в соответствии с прин-

ципом Гука [2]. При наличии эксцентриситета 𝑒𝑐𝑟  эти уси-

лия формируют в балке постоянный изгибающий момент 

по всей длине: 

𝑀𝑐𝑟 = 𝑁𝑐𝑟 ∙ 𝑒𝑐𝑟  
 
⇒ 𝑁𝑐𝑟 =

𝑀𝑐𝑟

𝑒𝑐𝑟
. (3) 

Для получения геометрии деформирования шарнирно-

опёртой балки в условиях действия постоянного момента 

воспользуемся известным классическим решением, 

которое в обобщённой форме записывается как: 

𝑦(𝑖) =
𝑀𝑐𝑟

2𝐸𝐼
𝑖(𝐿 − 𝑖), (4) 

где 𝑖 – координата вдоль балки (в прямолинейной системе 

𝑖 = 𝑥, в криволинейной – 𝑖 = 𝑠). 

Это выражение можно переписать с использованием 

постоянного радиуса кривизны 𝑅 = 𝐸𝐼 𝑀𝑐𝑟⁄ : 

𝑦(𝑥) =
𝑥(𝐿 − 𝑥)

2𝑅
, 𝑦(𝑠) =

𝑠(𝐿 − 𝑠)

2𝑅
. 

В криволинейной системе координат переменная 𝑠 
представляет длину дуги, а отношение 𝑠 𝑅⁄  может 

интерпретироваться как угловая координата в полярной 

системе. Таким образом, деформированная ось балки 

имеет форму дуги окружности. В то же время, в 

прямолинейной системе координат функция 𝑦(𝑥) 
принимает параболический вид:  

𝑦(𝑥) =
𝐿𝑥 − 𝑥2

2𝑅
, 

что противоречит интуитивному представлению о 

поведении стержня под действием постоянного 

изгибающего момента. В такой балке растянутые и сжатые 

волокна равномерно распределены по длине, что скорее 

предполагает дугообразную форму, а не параболу. 

Поскольку функция 𝑦(𝑥) является абстрактной и 

содержит информацию об угле поворота и кривизне 

деформированной оси (через первые производные), мы 

можем, зная угол поворота сечения 𝜃(𝑥) = 𝑦′(𝑥), восстано-

вить точную геометрию деформирования балки в парамет-

рическом виде — с использованием интегралов Френе [16]: 

{
 
 

 
 
𝑦(𝑠) = ∫𝑐𝑜𝑠 𝜃(𝜉) 𝑑𝜉,

𝑠

0

𝑦(𝑠) = ∫𝑠𝑖𝑛 𝜃(𝜉) 𝑑𝜉

𝑠

0

,

 (5) 

где 𝑠 – длина деформированной нейтральной оси, 𝜃(𝜉) – 

угол поворота касательной в точке 𝜉. 

Подставляя выражение 𝜃(𝑖) = 𝑦′(𝑖) =
𝐿−2𝑖

2𝑅
 в (5) 

получаем: 

{
𝑥(𝑠) = 𝑅 (𝑠𝑖𝑛

𝐿

2𝑅
− 𝑠𝑖𝑛

𝐿 − 2𝑠

2𝑅
) ,

𝑦(𝑠) = 𝑅 (𝑐𝑜𝑠
𝐿 − 2𝑠

2𝑅
− 𝑐𝑜𝑠

𝐿

2𝑅
) .

 

Эта система параметрических уравнений близка по 

структуре к классическому описанию дуги окружности: 

{
𝑥(𝑢) = 𝑅 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝑢 + 𝐶𝑥,

𝑦(𝑢) = 𝑅 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝑢 + 𝐶𝑦 ,
 

где 𝐶𝑥 и 𝐶𝑦 координаты центра окружности. 

После простых аналитических преобразований видно, 

что полученная форма действительно соответствует дуге 

окружности радиуса 𝑅 с центром в точке 𝐶: 

(𝑅 ∙ 𝑠𝑖𝑛
𝐿

2𝑅
, 𝑅 ∙ 𝑐𝑜𝑠

𝐿

2𝑅
). 

Начальный и конечный углы поворота определяются из 

соответствующей функции (5) и принимают следующие 

значения: 

𝜃(0) =
𝐿

2𝑅
, 𝜃(𝐿) = −

𝐿

2𝑅
. 

Функция угла поворота 𝜃(𝑖)=𝑦′(𝑖) позволяет 

определить центральный угол дуги как разность углов 

поворота в крайних сечениях: 

𝜑 = 𝜃(0) − 𝜃(𝐿) =
𝐿

𝑅
. (6) 

В случае симметричной задачи центральный угол можно 

также представить как удвоенный угол поворота началь-

ного сечения: 𝜑 = 2𝜃(0). В других случаях, когда 𝜃(0) = 
= 0, центральный угол определяется как 𝜑 = 𝜃(𝐿). Во всех 

случаях значение φ принимается положительным. 

Забегая вперёд, отметим, что центральный угол 𝜑 

может использоваться как универсальный параметр, 

позволяющий вывести геометрически обоснованную 

формулу критической силы для различных схем 

закрепления концов сжатого стержня. В частности, 

подставляя значение угла 𝜑 в выражение (12), можно 

получить аналитическое решение задачи устойчивости в 

зависимости от граничных условий, включая случай 

шарнирного, консольного или комбинированного 

закрепления. В разделе «Результаты и обсуждение» это 

обобщение будет проиллюстрировано на конкретных 

примерах. 

На основе ранее установленного факта, что в момент 

потери устойчивости деформированная форма балки пред-

ставляет собой дугу окружности с постоянным радиусом 

кривизны 𝑅𝑐𝑟, критический изгибающий момент целесооб-

разно выразить через точную формулу теории балки Эй-

лера-Бернулли: 𝑀 = 𝐸𝐼 ∙ 𝜅, где 𝜅 = 1 𝑅⁄  — точное 

выражение кривизны, а 𝐸𝐼 — изгибная жёсткость. Тогда 
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при достижении предельной кривизны 1 𝑅𝑐𝑟⁄  критический 

момент принимает вид: 

𝑀𝑐𝑟 =
𝐸𝐼

𝑅𝑐𝑟
. (7) 

С учётом того, что момент, вызываемый осевой силой с 

эксцентриситетом, равен (3), окончательно получаем: 

𝑁𝑐𝑟 ∙ 𝑒𝑐𝑟 =
𝐸𝐼

𝑅𝑐𝑟
 
 
⇒ 𝑅𝑐𝑟 =

𝐸𝐼

𝑀𝑐𝑟

. 

Это выражение уточняет классический подход, так как 

опирается на точно восстановленную геометрию деформи-

рованной оси балки без использования аппроксимаций. 

После краткого отступления, посвящённого 

обоснованию точной геометрии деформирования стержня 

при шарнирном закреплении и действии критического 

изгибающего момента (см. формулы (3), (7)), вернёмся к 

основной цели данной работы – выводу уточнённой 

формулы критической силы с учётом дугообразной формы 

деформации стержня с радиусом кривизны 𝑅𝑐𝑟. Для этого 

определим критический эксцентриситет в середине 

пролёта, входящий в формулу (3), двумя способами: на 

основании геометрии дуги окружности и через значение 

функции 𝑦(𝑖) в середине пролёта балки 𝑖 = 𝐿 2⁄ , 

полученное как обобщённое решение классической теории 

балки Эйлера-Бернулли (см. формулу (4)). 

В первом случае максимальный прогиб дуги 

окружности — он же критический эксцентриситет, или 

стрела подъёма (расстояние от середины хорды до 

соответствующей точки на дуге) – определяется по 

формуле Пифагора с учётом принятых обозначений (см. 

формулы выше): 

𝑒𝑐𝑟 = 𝑅𝑐𝑟 − √𝑅𝑐𝑟
2 − (

𝐿

2
)
2

. (8) 

Если дуга задана через центральный угол 𝜑 (в 

радианах), то эксцентриситет может быть выражен в виде: 

𝑒𝑐𝑟 = 𝑅𝑐𝑟 (1 − 𝑐𝑜𝑠
𝜑

2
). (9) 

Во втором случае критический эксцентриситет 

определяется как значение абстрактной функции в 

середине пролёта: 

𝑒𝑐𝑟 = 𝑦 (
𝐿

2
) =

𝐿2

8𝑅𝑐𝑟
. (10) 

Подставляя выражение для критического 

эксцентриситета 𝑒𝑐𝑟  в формулу (3) или (7), можно получить 

уточнённую критическую силу учитывающую реальную 

геометрию деформированного стержня. Также можно 

подставить значение 𝑀𝑐𝑟  из формулы (7), которая 

учитывает постоянный изгибавший момент в сечении 

стержней. В зависимости от способа определения 

эксцентриситета, критическая сила приобретает различный 

вид. 

1. На основании геометрии дуги окружности (см. 

формулу (8)): 

𝑁𝑐𝑟 =
𝑀𝑐𝑟

𝑅𝑐𝑟 −√𝑅𝑐𝑟
2 − (

𝐿
2
)
2
=
2𝐸𝐼(2𝑅𝑐𝑟 + √4𝑅𝑐𝑟

2 − 𝐿2)

𝑅𝑐𝑟𝐿
2

. 

Или через центральный угол дуги φ (см. формулу (9)): 

𝑁𝑐𝑟 =
𝑀𝑐𝑟

𝑅𝑐𝑟 (1 − 𝑐𝑜𝑠
𝜑
2
)
=

𝐸𝐼

2𝑅𝑐𝑟
2 ∙ 𝑠𝑖𝑛2

𝜑
4

. 

2. Через обобщённое решение классической теории 

балки (см. формулу (10)): 

𝑁𝑐𝑟 =
𝑀𝑐𝑟

𝑒𝑐𝑟
=
8𝑅𝑐𝑟𝑀𝑐𝑟

𝐿2
=
8𝐸𝐼

𝐿2
. 

Если деформация мала (то есть 𝐿 ≪ 𝑅𝑐𝑟 , что 

соответствует малому эксцентриситету), формулу (8) 

можно разложить в ряд Тейлора по малому параметру 

𝜀 = (
𝐿

2𝑅𝑐𝑟
) ≪ 1: 

𝑒𝑐𝑟 = 𝑅𝑐𝑟 −√𝑅𝑐𝑟
2 − (

𝐿

2
)
2

= 
𝐿2

8𝑅𝑐𝑟
+

𝐿4

128𝑅𝑐𝑟
3
+⋯ ≈

𝐿2

8𝑅𝑐𝑟
. 

Подставляя выражение для эксцентриситета 𝑒𝑐𝑟  в 

формулу (3), получим:  

𝑁𝑐𝑟 =
𝑀𝑐𝑟

𝑒𝑐𝑟
=
𝐸𝐼 𝑅𝑐𝑟⁄

𝐿2 8𝑅𝑐𝑟⁄
=
8𝐸𝐼

𝐿2
. 

Аналогично для малых значений угла (то есть 𝜑 ≪ 1), 

можно применить разложение косинуса (в формуле (9)) в 

ряд Тейлора: 

𝑐𝑜𝑠
𝜑

2
= 1 −

1

2!
(
𝜑

2
)
2

+
1

4!
(
𝜑

2
)
4

−
1

6!
(
𝜑

2
)
6

… 

Тогда: 

1 − 𝑐𝑜𝑠
𝜑

2
=
1

8
𝜑2 −

1

384
𝜑4 +

1

46080
𝜑6 −⋯ ≈

1

8
𝜑2. 

Для рассматриваемого случая шарнирного стержня 

значение центрального угла 𝜑 связано с эксцентриситетом 

следующим образом (см. формулу (9)): 

𝑒𝑐𝑟 = 𝑅𝑐𝑟 (1 − 𝑐𝑜𝑠
𝜑

2
) =  𝑅𝑐𝑟 ∙  

1

8
𝜑2 = 

=  
𝑅𝑐𝑟
8
(
𝐿

𝑅𝑐𝑟
)
2

=
𝐿2

8𝑅𝑐𝑟
. 

(11) 

Отсюда, подставляя это значение в выражение для 

момента (см. формулу (7)): 

𝐸𝐼

𝑅𝑐𝑟
= 𝑁𝑐𝑟 ∙

𝐿2

8𝑅𝑐𝑟
 
 
⇒𝑁𝑐𝑟 =

8𝐸𝐼

𝐿2
, 

или непосредственно в формулу (3):  

𝑁𝑐𝑟 =
𝑀𝑐𝑟

𝑒𝑐𝑟
=
𝐸𝐼 𝑅𝑐𝑟⁄

𝐿2 8𝑅𝑐𝑟⁄
=
8𝐸𝐼

𝐿2
. 

Для получения критической силы на основе значения 

абстрактной функции в середине пролёта (см. формулу 

(10)) не требуется никаких аппроксимаций, поскольку это 

решение получено в криволинейной (топологической) 

системе координат. В отличие от предыдущих случаев, где 

применялись приближённые разложения в ряд Тейлора, 

здесь линеаризация оказывается избыточной — выражение 

уже содержит точную геометрическую взаимосвязь между 

прогибом и радиусом кривизны. 

Более того, в явном виде выводить критическую силу 

нет необходимости, так как значения эксцентриситета, 

полученные по формулам (10) и (11), полностью 

совпадают: 

𝑒𝑐𝑟 = 𝑦 (
𝐿

2
) =

𝐿2

8𝑅𝑐𝑟
. 

Таким образом, во всех трёх вариантах определения 

критического эксцентриситета – через точную геометрию 

дуги, через малый угол поворот– или на основе решения 

уравнения Эйлера-Бернулли — в пределе малых 

деформаций получается одно и то же выражение для 

критической продольной силы. Это подтверждает 
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согласованность подхода и обоснованность перехода от 

точной геометрии к обобщённому решению классической 

теории балки. 

Вышеизложенные выводы создают основу для 

формулирования обобщённого выражения критической 

силы, применимого к произвольным случаям 

деформирования сжатых стержней в рамках геометрически 

строгого подхода. Это возможно благодаря 

фундаментальному свойству модели балки Эйлера-

Бернулли, в которой все силовые и деформационные 

параметры линейно связаны между собой через 

возвратный потенциал: 

𝑃(𝑖) = −𝐸𝐼 ∙ 𝜃(𝑖), 
как показано в работе [17]. В частности, радиус кривизны 

деформированного стержня, включая критическое 

значение, может быть выражен через центральный угол: 

𝑅𝑐𝑟 =
𝐿

𝜑
. 

Учитывая также, что изгибающий момент, вызываемый 

осевой силой с эксцентриситетом, определяется как 

𝑀𝑐𝑟 = 𝑁𝑐𝑟 ∙ 𝑒𝑐𝑟 , 
а в момент потери устойчивости равен моменту от 

предельной кривизны: 

𝑀𝑐𝑟 =
𝐸𝐼

𝑅𝑐𝑟
 , 

получаем итоговое выражение критической силы в 

обобщённой форме: 

𝑁𝑐𝑟 =
𝐸𝐼

𝑅𝑐𝑟 ∙ 𝑒𝑐𝑟
=
𝐸𝐼 ∙ 𝜑

𝐿 ∙ 𝑒𝑐𝑟
. (12) 

Данное выражение представляет собой центральный 

результат настоящей работы. Оно позволяет связать 

предельную продольную силу не с априорно заданной 

формой потери устойчивости, а с геометрически 

определяемыми параметрами деформированной 

конфигурации, а именно: 

– центральным углом 𝜑, рассчитываемым как разность 

углов поворота крайних сечений балки (см. формулу (6)); 

при этом, если одно из сечений закреплено от поворота, 

значение 𝜑 равно углу поворота второго сечения; модуль 

центрального угла всегда считается положительным; 

– и критическим эксцентриситетом 𝑒𝑐𝑟 , определяемым 

как максимальное значение абстрактной функции 𝑦(𝑖), ко-

торая на протяжении трёх столетий ошибочно интерпрети-

ровалась как функция прогиба 𝑦(𝑥) в прямолинейной си-

стеме координат. Между тем, эта функция представляет со-

бой основную неизвестную в классической постановке 

уравнений Эйлера-Бернулли и должна трактоваться в рам-

ках криволинейной (топологической) системы координат.  

Обобщённая формула (12) представляет собой аналити-

ческий инструмент для определения критической силы в 

задачах с произвольными условиями закрепления и внеш-

него нагружения. Она формирует фундамент новой, гео-

метрически строгой теории устойчивости сжатых стерж-

ней, применимой во всех случаях, когда центральный угол 

𝜑 ≠ 0. 

В следующем разделе представлены примеры примене-

ния полученных формул к типовым конфигурациям, вклю-

чая как классические случаи, так и ранее не имевшие стро-

гого аналитического выражения в рамках модели Эйлера-

Бернулли. 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ 
Уточнённая формула критической силы, полученная в 

предыдущем разделе, позволяет пересмотреть 
классическое представление о потере устойчивости 
сжатого стержня. В отличие от исходной модели Эйлера, в 
которой форма деформации априорно предполагается в 
виде синусоиды, в настоящей работе использована 
геометрически точная конфигурация – дуга окружности. 
Это позволило отказаться от априорных упрощающих 
предположений и строго вывести уравнение 
деформированной оси стержня при действии постоянного 
изгибающего момента, опираясь на обобщённую 
формулировку теории балки Эйлера-Бернулли [17]. 

Поскольку полученное решение основано на более 
строгой геометрической постановке, представляется 
целесообразным оценить относительную погрешность 
классического приближённого решения по сравнению с 
точным. 

Для сравнения рассмотрим выражения для критической 
продольной силы в классической (линейной) постановке и 
в уточнённой (геометрически точной) модели. 

Классическая формула Эйлера для шарнирно 

закреплённого стержня длиной 𝐿 имеет вид (1): 

𝑁𝑐𝑟 = 𝜋2
𝐸𝐼

𝐿2
. 

В то время как точное значение критической силы, 
полученное с учётом дугообразной формы деформации и 
геометрически обусловленного эксцентриситета, равно: 

𝑁2025 =
8𝐸𝐼

𝐿2
= 8

𝐸𝐼

𝐿2
. 

Относительная погрешность классической оценки по 
сравнению с точным решением составляет: 

𝛿 =
𝑁2025 − 𝑁𝑐𝑟
𝑁2025

= 1 −
𝜋2

8
= 1 − 1,2337 = −0,2337. 

Это означает, что классическая модель Эйлера 
завышает значение критической силы на 23,4 % по 
сравнению с решением, основанным на точной геометрии 
деформации. 

Такое расхождение связано с тем, что в классической 
теории деформация предполагается синусоидальной, что 
соответствует нормализованному модальному решению 
линейного уравнения, в то время как в точной 
геометрической постановке форма прогиба определяется 
как часть окружности, отражающая физически 
реализуемую конфигурацию при устойчивом равновесии. 

Однако знание точной геометрии деформации балки в 
форме дуги окружности позволяет пойти дальше и сформу-
лировать обобщённое выражение критической силы, при-
менимое не только к симметрично сжатым элементам, но и 
к конфигурациям, в которых возникает геометрический 
эксцентриситет прогиба. В этом случае учитываются два 

ключевых параметра: эксцентриситет 𝑒𝑐𝑟 , отражающий 

форму деформированной оси, и центральный угол 𝜑, зада-
ющий её пространственную конфигурацию. Полученное 
выражение (12) позволяет учитывать влияние геометрии 
деформирования при потере устойчивости. 

Оно открывает возможность аналитического определе-
ния критической силы не только в рамках классической 
теории, но и в обобщённой постановке, охватывающей 
произвольные граничные условия, геометрические пара-
метры и начальные несовершенства. 
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Особо показательно, что при выборе параметров 𝜑 = 𝜋 

и 𝑒𝑐𝑟 = 𝐿 𝜋⁄  формула (12) переходит в классическую фор-
мулу Эйлера (см. формулу (1)). Таким образом, классиче-
ское решение Эйлера оказывается частным случаем более 
общей модели, что придаёт дополнительную строгость и 
универсальность предлагаемому подходу. 

Благодаря этому становится возможной оценка устой-
чивости уже существующих конструкций, спроектирован-
ных на основе формулы Эйлера, с учётом их реальной гео-
метрии и формы деформирования. Предлагаемая модель 
позволяет выявлять потенциальные запасы устойчивости 
или скрытые риски, связанные с фактической конфигура-
цией изгиба, не сводящейся к синусоидальной. 

В работе автора [17] было показано, что консольная 
балка, находящаяся под действием постоянного 
изгибающего момента, также деформируется в форме дуги 

окружности с постоянным радиусом кривизны 𝑅 — 
аналогично шарнирно-опёртой балке, рассмотренной в 
настоящей работе. Благодаря обобщённой формуле (12), 
основанной на точной геометрии деформации, становится 
возможным аналитически определять критическую силу 
для сжатых стержней с произвольной схемой нагружения и 
начальной геометрией. В частности, она позволяет 
рассчитать критическую силу для консольного элемента, 
находящегося под действием продольной нагрузки.  

Для демонстрации алгоритма воспользуемся 
классическим решением на основе обобщённой формы 

прогиба, вызванного изгибающим моментом 𝑀𝑐𝑟 , 
возникающим от действия критической продольной 

силы𝑁𝑐𝑟  при критическом эксцентриситете 𝑒𝑐𝑟: 

𝑦(𝑖) =
𝑀𝑐𝑟

2𝐸𝐼
𝑖2. 

Центральный угол 𝜑, определяемый как разность углов 
поворота сечений в деформированной конфигурации (см. 
формулу (6)), для консольного стержня равен углу 
поворота свободного конца, который находится как 
производная от функции прогиба: 

𝜃(𝑖) = 𝑦′(𝑖) =
𝑀𝑐𝑟

𝐸𝐼
𝑖 

 
⇒  𝜑 = 𝜃(𝐿) =

𝑀𝑐𝑟

𝐸𝐼
𝐿 =

𝐿

𝑅𝑐𝑟
. 

Максимальный прогиб балки (эксцентриситет 𝑒𝑐𝑟) 

определяется как значение функции 𝑦(𝑖) в точке 𝑖 = 𝐿: 

𝑒𝑐𝑟 = у(𝐿) =
𝑀𝑐𝑟

2𝐸𝐼
𝐿2 =

𝐿2

2𝑅𝑐𝑟
. 

Подставляя найденные значения 𝜑 и 𝑒𝑐𝑟  в формулу (12), 
получаем: 

𝑁𝑐𝑟 =
𝐸𝐼 ∙ 𝜑

𝐿 ∙ 𝑒𝑐𝑟
=
𝐸𝐼 ∙ 𝐿 𝑅𝑐𝑟⁄

𝐿 ∙ 𝐿2 2𝑅𝑐𝑟⁄
=
2𝐸𝐼

𝐿2
. 

Это решение впервые получено с учётом точной 
геометрии потери устойчивости консольного стержня. 
Эйлер не рассматривал консоль и не определял для неё 
критическую силу, а вся современная теория устойчивости 
базируется на одном-единственном аналитическом 
решении Эйлера (1), принятом в качестве эталона. Для 
других условий закрепления стержней используется 

эмпирический коэффициент расчётной длины 𝜇, который 
для консольной балки равен двум. 

В общем случае критическая сила в современной 

теории устойчивости определяется по формуле: 𝑁𝜇 =
𝜋2𝐸𝐼

(𝜇𝐿)2
, 

и для консольной балки (𝜇 = 2): 

𝑁𝜇 =
𝜋2𝐸𝐼

(2𝐿)2
=
𝜋2𝐸𝐼

4𝐿2
. 

Как и ранее, определим относительную погрешность 

классической оценки критической силы консольного 

стержня по сравнению с точным решением: 

𝛿 =
𝑁𝑐𝑟 − 𝑁𝜇

𝑁𝑐𝑟
= 1 −

𝜋2 4⁄

2
= 1 − 1,3927 = −0,3927. 

Это означает, что современное определение 

критической силы с использованием коэффициента 

расчётной длины 𝜇 завышает значение критической силы 

примерно на 39,3 % по сравнению с решением, 

основанным на точной геометрии деформации. 

Если сопоставить геометрически строгое решение для 

шарнирно-опёртого стержня (с коэффициентом 8 в 

формуле критической силы) с аналогичным решением для 

консольного стержня (где коэффициент равен 2), то 

получаем: 

𝑁𝑐𝑟
шарнир

𝑁𝑐𝑟
консоль

=
8

2
= 4. 

Аналогичное соотношение даёт и классическая теория 

устойчивости с использованием коэффициента расчётной 

длины μ, в которой: 

𝑁𝜇
шарнир

𝑁𝜇
консоль

=
1

(1 2⁄ )2
= 4. 

Это наблюдение позволяет надеяться, что 

предложенные геометрически строгие решения сохраняют 

ключевые пропорции классической теории, которые 

эмпирически подтверждены инженерной практикой и 

адаптированы под существующие нормативные подходы. 

Тем самым подтверждается как внутренняя 

непротиворечивость модели, так и её потенциальная 

применимость для инженерных расчётов, в том числе для 

конструкций с различными граничными условиями. 

Это даёт основание полагать, что полученные геомет-

рически строгие решения будут согласовываться с имею-

щимися экспериментальными данными, поскольку коэф-

фициенты расчётной длины в классической теории устой-

чивости подбирались эмпирически и обеспечивали удовле-

творительную сходимость результатов для относительно 

коротких стоек. Однако с увеличением длины стержней по-

грешности в определении критической силы становились 

существенными, что ограничивало применимость линей-

ной теории устойчивости. Уточнение критической силы в 

рамках предложенной модели позволяет существенно рас-

ширить границы её применимости — включая случаи зна-

чительных деформаций, которые ранее рассматривались 

как геометрически нелинейные, — и охватывает широкий 

спектр геометрических и нагрузочных конфигураций. 

Для примера определим также критическую силу при 

совместном действии осевой и поперечной нагрузки. В 

этом случае, как и ранее, нам потребуется классическое 

решение в обобщённом виде для шарнирно-опёртой балки, 

нагруженной равномерно распределённой нагрузкой 

𝑞(𝑖) = 𝑞. Это решение имеет вид: 

𝑦(𝑖) =
𝑞𝑖(𝑖 − 𝐿)(𝑖2 − 𝐿𝑖 − 𝐿2)

24𝐸𝐼
. 

Предположим, что координата 𝑖, соответствующая 

максимальному критическому эксцентриситету, 

неизвестна. Её можно найти, решив уравнение 𝑦′(𝑖) = 0, 

что, по сути, эквивалентно определению функции угла 

поворота 𝜃(𝑠) в криволинейной (топологической) системе 
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координат 𝑠, не совпадающего с углом в прямолинейной 

системе координат. Именно эту ошибку допустил 

С. П. Тимошенко, отождествив угол поворота с 

деформацией плоского сечения.  

𝜃(𝑠) = 𝑦′(𝑖) =
𝑞(𝐿3 − 6𝑖2𝐿 + 4𝑖3)

24𝐸𝐼
. 

Приравнивая это выражение к нулю на интервале 

0 ≤ 𝑖 ≤ 𝐿, определим точку экстремума: 

𝑞(𝐿3 − 6𝑖2𝐿 + 4𝑖3)

24𝐸𝐼
= 0 

 
⇒  𝑖 =

𝐿

2
. 

Зная координату точки максимального прогиба, 

определим значение критического эксцентриситета (хотя 

оно и известно из курса сопротивления материалов): 

𝑒𝑐𝑟 = 𝑦 (
𝐿

2
) =

5𝐿4𝑞

384𝐸𝐼
. 

Центральный угол 𝜑 определяется как разность углов 

поворота на концах балки (по формуле (6)): 

𝜑 = 𝜃(0) − 𝜃(𝐿) =
𝐿3𝑞

24𝐸𝐼
−
−(𝐿3𝑞)

24𝐸𝐼
=
𝐿3𝑞

12𝐸𝐼
. 

Тогда критическая сила, по формуле (12), с учётом (14) 

и (15), составит: 

𝑁𝑐𝑟 =
𝐸𝐼 ∙ 𝜑

𝐿 ∙ 𝑒𝑐𝑟
=
𝐸𝐼 ∙ 𝐿3𝑞 12𝐸𝐼⁄

𝐿 ∙ 5𝐿4𝑞 384𝐸𝐼⁄
=
32𝐸𝐼

5𝐿2
. (13) 

Таким образом, мы получили геометрически 

обоснованное аналитическое выражение критической силы 

при совместном действии с равномерной поперечной 

нагрузкой. Это решение невозможно сравнить с 

классическими, поскольку оно не имеет аналогов и 

является новым частным результатом в рамках 

предложенной обобщённой геометрически строгой теории 

устойчивости стержней. 

Остальные значения критической силы для различных 

схем закрепления и типов поперечных нагрузок могут быть 

получены аналогичным образом. В настоящей работе этот 

алгоритм принципиально реализован для всех граничных 

условий, при условии действия осевой силы, вызывающей 

потерю устойчивости. 

Одним из неожиданных, но закономерных следствий 

геометрически строгой постановки в криволинейной (топо-

логической) системе координат является возможность при-

менения принципа суперпозиции в задачах потери устой-

чивости. В работе [17] показано, что термин “геометриче-

ски нелинейная постановка” не отражает реальной при-

роды деформирования балок при поперечном изгибе: 

балки работают линейно в пределах упругой области, и 

между силовыми и деформационными характеристиками 

сохраняется линейная связь в соответствии с законом Гука. 

Следовательно, принцип суперпозиции, как фундаменталь-

ное свойство линейных задач, сохраняет справедливость и 

в рассматриваемом контексте. 

Это обстоятельство позволяет учитывать совместное 

действие нескольких поперечных нагрузок путём суммиро-

вания соответствующих центральных углов и эксцентриси-

тетов, что приводит к обобщённой формуле критической 

силы: 

𝑁𝑐𝑟 =
𝐸𝐼

𝑅𝑐𝑟 ∙ 𝑒𝑐𝑟
=
𝐸𝐼 ∙ ∑𝜑𝑖
𝐿 ∙ ∑ 𝑒𝑐𝑟,𝑖

. (14) 

Такой подход в отдельных случаях открывает путь к 

построению строгих аналитических решений для задач с 

однотипной конфигурацией внешних воздействий, 

например, при группе сосредоточенных нагрузок. Однако 

при комбинированных или разнотипных нагрузках 

(например, сосредоточенной и равномерно распределён-

ной одновременно) применение принципа суперпозиции 

требует дополнительного обоснования, так как 

деформированные конфигурации в таких задачах 

принадлежат разным топологическим пространствам, и 

линейность в них может не сохраняться. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В настоящей работе выполнено обобщение 

классической теории устойчивости сжатых стержней на 

основе строго геометрического подхода в рамках модели 

Эйлера-Бернулли – без линеаризации выражений для 

кривизны и без априорных предположений о форме потери 

устойчивости. 

В качестве исходной постановки была рассмотрена 

точная конфигурация деформации в виде дуги окружности, 

возникающая при действии постоянного изгибающего 

момента. Такая модель позволила аналитически описать 

геометрию потери устойчивости и вывести уточнённые 

выражения для критической силы на основе строгого 

решения уравнений равновесия. 

Ключевым результатом стало получение универсаль-

ной формулы (12) для критической силы, выраженной че-

рез геометрические параметры потери устойчивости — 

центральный угол φ и соответствующий максимальный 

прогиб (эксцентриситет) 𝑒𝑐𝑟 . При этом под эксцентрисите-

том понимается не начальное отклонение линии действия 

продольной силы, а величина, возникающая в результате 

геометрической перестройки конфигурации стержня в мо-

мент потери устойчивости. Это принципиально отличает 

предложенный подход от теорий внецентренно сжатых 

элементов, где эксцентриситет задан как внешнее условие, 

и придаёт полученному решению строго геометрический и 

универсальный характер. 

Основные выводы: 

1. Классическая формула Эйлера для шарнирно-

опёртого стержня получена как частный случай общего 

решения (𝜑 = 𝜋 и 𝑒𝑐𝑟 = 𝐿 𝜋⁄ ). При этом установлено, что 

она завышает критическую силу на 23,37 % по сравнению 

с решением, основанным на точной геометрии; 

2. Впервые получено строгое аналитическое выражение 

критической силы для консольного стержня, из которого 

следует, что она в четыре раза меньше, чем для шарнирно-

опёртого элемента. Это полностью согласуется с 

классическим соотношением между расчётными длинами 

(𝜇 = 2) и подтверждает применимость новой модели; 

3. Показано, что центральный угол 𝜑, определяемый 

через функцию поворота 𝜃(𝑖), и критический прогиб 𝑒𝑐𝑟 , 

выражаемый через абстрактную функцию у(𝑖), могут 

использоваться как универсальные параметры для оценки 

устойчивости стержней с различными граничными 

условиями и схемами нагружения; 

4. Построена геометрически строгая теория 

устойчивости стержней при совместном действии осевой и 

распределённой поперечной нагрузки, не имеющая 

аналогов в классической теории; 

5. Благодаря линейности уравнений в криволинейной 

системе координат показана применимость принципа су-

перпозиции: при одновременном действии нескольких 
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нагрузок результирующий эффект может быть определён 

через сумму соответствующих центральных углов 𝜑𝑖 и 

критических эксцентриситетов 𝑒𝑐𝑟,𝑖 (см. формулу (14)). Это 

открывает путь к строгому аналитическому определению 

критической силы в задачах с однотипными нагрузками — 

например, при действии нескольких сосредоточенных сил, 

равномерно распределённых по длине стержня с некото-

рым шагом. Однако если попытаться суммировать 𝜑𝑖 и 𝑒𝑐𝑟,𝑖 
от нагрузок разного типа — например, от сосредоточенной 

и равномерно распределённой нагрузок, — результат ока-

жется недостоверным. Это связано с тем, что в таких слу-

чаях деформированные конфигурации определяются в раз-

личных топологических пространствах, для которых прин-

цип суперпозиции нарушается. 

6. Во всех случаях расчёты выполнялись в рамках 

модели Эйлера-Бернулли, но без применения 

приближённых выражений для кривизны, что 

обеспечивает строгость и геометрическую точность 

решений. 

Таким образом, в рамках настоящей работы завершено 

построение обобщённой, геометрически строгой теории 

устойчивости сжатых стержней, основанной на модели 

балки Эйлера-Бернулли без линеаризации и априорных до-

пущений о форме потери устойчивости. Полученные ана-

литические выражения, включая универсальную формулу 

критической силы, охватывают широкий класс граничных 

условий и видов поперечного нагружения. Представлен-

ные решения формируют завершённую версию теории 

устойчивости, строго выведенную в рамках выбранной мо-

дели. Предложенная теория отличается внутренней согла-

сованностью, геометрической обоснованностью и допус-

кает практическое применение без привлечения эмпириче-

ских коэффициентов. 

Следует, однако, отметить, что в рамках данной модели 

влияние поперечной нагрузки на критическую силу прояв-

ляется лишь через форму деформирования, но не зависит 

от её величины (см. формулу (13)), что противоречит инту-

итивным ожиданиям. Это объясняется ограничениями мо-

дели Эйлера-Бернулли, в которой не рассматривается сов-

местное действие продольной и поперечной сил – анализ 

проводится в предположении чистого изгиба. Типичным 

примером такой постановки служит консольная балка с по-

стоянным изгибающим моментом на свободном конце, как 

это показано в оригинальной работе Эйлера (рис. 3 в [10], 

см. рис. 1). При переходе к более общей модели, основан-

ной на изложенных в данной работе принципах, можно 

ожидать появления зависимостей, в которых величина по-

перечной нагрузки прямо влияет на критическую силу, что 

открывает перспективу дальнейших исследований. 
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Abstract. A geometrically grounded theory of buckling for 

compressed rods is presented, based on the exact Euler–Bernoulli 

beam model without linearization of curvature expressions and 

without a priori assumptions about the buckling shape. As the 

baseline configuration, the deformation of a simply supported 

beam into a circular arc under a constant bending moment is ex-

amined, with the identified geometric pattern extended to other 

buckling modes. A universal analytical expression for the critical 

force is derived, depending on the central angle and the corre-

sponding critical eccentricity that emerges as a result of the geo-

metric transformation of the deformed axis. It is shown that Eu-

ler’s classical formula is a special case of the proposed solution and 

overestimates the critical force by 23.37%. For the first time, an 

exact formula for the critical force of a cantilever beam is rigor-

ously obtained, and the validity of the effective length coefficient is 

confirmed. One of the key consequences of the new theory is the 

possibility of applying the principle of superposition to stability 

problems, allowing for the combined influence of multiple trans-

verse loads with various application schemes. The proposed ap-

proach covers a wide range of boundary conditions and loading 

types, and completes the construction of a geometrically rigorous 

stability theory within the Euler–Bernoulli model. 

Keywords: stability theory, critical force, analytical solution, 

central angle, critical eccentricity, return potential 
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